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Yurtimizning ta’lim tizimidagi keng ko‘lamli islohatlar zamonaviy,
jahon talablariga javob beradigan yuqgori malakali, ragobatbardosh kadrlar
tayyorlash muammolari bilan uzviy bog‘langanligi barchamizga ma’lum. Bu
islohatlar o‘z navbatida oliy maktab professor-o‘qituvchilari oldiga ta’lim
magsadi va mazmunini jahon andozalariga moslashtirishdek ma’suliyatli
vazifalarni yuklaydi. Bu vazifalar orasida bo‘lajak mutaxassislarning
fundamental fanlarni chuqur egallashiga doir gat’iy talablarini qondira
oladigan yangi o‘quv adabiyotlarini yaratish dolzarb masalasi yotadi.

Ana shu dolzarb masalani hal etishda 0z bo‘lsada o°z hissasini qo‘shish
magsadida muallif tomonidan 1.A.Karimov nomidagi Toshkent Davlat texnika
universiteti, Alfraganus universiteti talabalariga bir gancha yillar davomida
o‘gigan ma’ruzalari va olib borgan amaliy mashg‘ulotlari asosida to‘plangan
tajribalarga tayangan holda differensial va integral hisob kursidan darslik
yozishga jazm etdi.

Kitobxon e’tiboriga havola etilayotgan mazkur “Differensial va integral
hisob” darsligi oliy o‘quv yurtlarining texnika yo‘nalishlari talabalari uchun
mo‘ljallangan. Unda Kkeltirilgan mavzular oliy o‘quv yurtlarining barcha
texnika yo‘nalishlari uchun tasdiglangan namunaviy fan dasturiga to‘liq mos
keladi.

Darslikdagi ayrim teoremalar isbotsiz keltirilgan. Teoremalarning ana
shu isbotlari bilan giziquvchi kitobxon ularni adabiyotlar ro‘yxatidagi asosiy
adabiyotlardan topishi mumkin.

Kitobda mavzular, ta’riflar, teoremalar, misollar va rasmlarning tartib
ragamlari har bir bob uchun alohida go‘yilgan. Teorema isbotining, hamda
misol va masala yechimining boshiga P>, oxiriga esa < belgi qo‘yilgan.

Muallif mazkur darslikni yozishni fizika-matematika fanlari nomzodi,
dotsent marhum |G*.Shodmonov| tavsiya gilganini va go‘l yozma yozilish
jarayonida u o‘zining gimmatbaho maslahatlarini ayamaganligini chuqur
hurmat bilan e’tirof etadi.

Muallif kitob haqgida bildirilgan har ganday fikr-mulohazalarni kitobning
sifatini yaxshilash uchun ko‘rsatilgan yordam sifatida minnatdorchilik bilan
gabul giladi (shamsievrahim@rambler.ru).

Muallif.
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VII BOB. KO‘P O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR

Bir o‘zgaruvchili funksiyalar tabiatda mavjud bo‘lgan barcha
bog‘ligliklarni ochib bera olmaydi. Bunga bir necha misol keltiraylik:

7.1-Misol. Tomonlarining uzunliklari x va y bo‘lgan to‘g‘ri to‘rt
burchakning yuzi

S =xy
formula bilan hisoblanadi. Har bir x va y juftlikka yuzning aniq bir S giymati
mos keladi, ya’ni S ikki o‘zgaruvchining funksiyasi.

7.2-Misol. Qirralarining uzunliklari x, y, z bo‘lgan parallelepiped hajmi

V =xyz
formula bilan hisoblanadi. Shuning uchun V uchta o‘zgaruvchining
funksiyasi.

7.3-Misol. Yer atmosferasi nuqtasidagi y namlik darajasi uning
joylashgan o‘rni: x —kenglik, y —uzoqlik, z —balandlikka va nuqtadagi t
temperaturaga bog‘liq, ya’ni y to‘rt o‘zgaruvchining funksiyasi.

Bunday bog‘ligliklarni o‘rganish uchun ko‘p o‘zgaruvchili funksiya
tushunchasi kiritiladi. Biz ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarni o‘rganishni ikki
o‘zgaruvchili funksiyalarni o‘rganish bilan chegaralanamiz, chunki ko‘p
o‘zgaruvchili funksiyalarga xos bo‘lgan muhim xususiyatlar ikki o‘zgaruvchili
funksiyalardayoq namoyon bo‘ladi. Bu xususiyatlar ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalarga hech ganday qgiyinchiliksiz umumlashtiriladi. Bundan tashqari
ikki o‘zgaruvchili funksiyalarni va ularning xossalarini geometrik talgin qilish
mumkin,

7.1. Ikki o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi

Ochiq va yopiq to‘plamlar. x,y € R haqiqiy sonlardan tashkil topgan
tartiblangan (x, y) juftliklar to‘plami R haqiqiy sonlar to‘plamining dekart
kvadrati deb ataladi va R? ko‘rinishda belgilanadi (agar x, y sonlar juftligida
ulardan qaysinisi birinchi, gaysinisi ikkinchi ekanligi ko‘rsatilgan bo‘lsa, bu
juftlik tartiblangan deyiladi, (x, y) juftlikda x —birinchi, y —ikkinchi son). R?
to‘plamni dekart koordinatalar tekisligi, (x,y) juftlikni esa bu tekislikning
nuqtasi deb garash mumkin. Bu tekislikda M(x;,y;) va N(x,,y,) nuqtalar
orasidagi masofa sifatida

p(M,N) =/ (x; — x2)% + (y1 — ¥2)?
migdorni olgan edik.




Xuddi shu singari x, y,z € R haqiqgiy sonlardan tashkil topgan (x,y, z)
tartiblangan sonlar to‘plamidan R3 dekart fazoni hosil gilamiz va bu yerda
M(xq,y1,21) Va N(x,,¥5,2,) nugtalar orasidagi masofa

p(M,N) =/ (x1 — %)% + (y1 — ¥2)2 + (21 — 2,)?
tenglik bilan aniglanadi.

7.1-Ta’rif. M,(x,, yo) nugtaning ¢ atrofi deb

Ue(Mo) = {(2,9):V/(x = %) + (v = %0)? < ¢
to‘plamga aytiladi. Ko‘rinib turibdiki bu to‘plam markazi M, (x,, y,) nugtada
va radiusi € bo‘lgan doiradan iborat (7.1-rasm).
R3 fazodagi M, (xo, yo,Zo) Nugtaning ¢ atrofi markazi M, nuqtada va
radiusi € bo‘lgan

Ue(Mo) = {3, 2): /(= x0)% + (v = y0)? + (z — 2)2 < e}
shardan iborat bo‘ladi (7.2-rasm).
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7.1-rasm 7.2-rasm

7.2-Ta’rif. Agar D c R? to‘plam M nugtasining D to‘plamda to‘lig
yotadigan U.(M) atrofi (e atrofi) mavjud bo‘lsa, M nugta D to ‘plamning ichki
nuqtasi deyiladi.

7.3-Ta’rif. Agar D to‘plamning barcha nugtalari ichki nugtalardan iborat
bo‘lsa, D to‘plam ochiq to ‘plam deb ataladi.

7.4-Misol. R? tekislikdagi eng sodda ochiq to‘plam bu nugtalarning
¢ —atrofi bo‘ladi.

» Hagigattan ham, ixtiyoriy M € R? nugta va uning & —atrofini, ya’ni
U,(M) to‘plamni garaymiz. Agar N € U.,(M) bo‘lsa, 7.1-Ta’rifga ko‘ra
p(M,N) < € bo‘ladi. &, = € — p(M, N) musbat sonni olamiz. Agar P nuqgta
N nugtaning &; —atrofiga tegishli bo‘lsa, p(N, P) < & bo‘ladi. Uchburchak
tengsizligiga ko‘ra

p(M,P) < p(N,P)+ p(N,M) <&, +p(M,N) =¢.
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Demak P nugta M nuqtaning & —atrofi U,(M) ga tegishli ekan. P € U, (N)
nugta ixtiyoriy ravishda tanlangan edi, shuning uchun U, (N) c U.(M) deb
xulosa chigarishimiz mumkin.

Shunday qilib, ixtiyoriy N € U,(M) nugta to‘liq U.(M) to‘plamda
yotuvchi U, (N) atrofga ega ekan. Bu esa N nuqtaning ichki nuqgta va demak
U.(M) to‘plamning ochiq to‘plam ekanligidan darak beradi. 7.3-rasmda hozir
keltirilgan isbotning geometrik talqini berilgan. <

7.4-Ta’rif. M nuqtaning U.(M) atrofidan M nuqtani olib tashlanishidan
hosil bo‘lgan U.(M) = U.(M)\{M} to‘plamga M nugtaning o‘zi kirmagan
atrofi deb ataladi.

Agar M nugtaning atrofini olishda ¢ > o qiymatini ko‘rsatish shart
bo‘lmasa biz umumiylashtirib M nuqgtaning biror atrofi deb aytamiz va uni
U(M) (nugtaning o‘zi kirmagan atrof uchun esa U(M)) orgali belgilaymiz.

7.5-Ta’rif. Agar M € R? nugtaning ixtiyoriy ¢ atrofida D to‘plamga
tegishli bo‘lgan ham, tegishli bo‘lmagan ham nuqtalar yotsa, M nuqta D
to‘plamning chegara nugtasi deb ataladi. D to‘plamning barcha chegara
nugtalari to‘plami uning chegarasi deb ataladi va u dD orgali belgilanadi.

‘~—-_—’

7.3-rasm 7.4-rasm

[ ——

7.5-Misol. M, nugta ¢ atrofining chegarasi markazi M, nuqtada va
radiusi € bo‘lgan aylanadan iborat:

U, (Mo) = {(,9): /& = x0)7 + (¥ — )2 = ¢,
7.6-Ta’rif. Agar shunday musbat r soni topilib, 0(0,0) nugtaning
r —atrofida D c R? to‘plam to‘liq yotsa, D to‘plam chegaralangan to‘plam
deb ataladi.
7.7-Ta’rif. Chegara nugtalarini (chegarasini) ham o‘zida saglagan

to‘plam yopiq to‘plam deb ataladi va ular D ko‘rinishda belgilanadi.
6




7.8-Ta’rif. Agar N€ R? nuqtaning shunday ¢ atrofi topilib, bu atrof D
to‘plam bilan kesishmasa, N nuqgta D to‘plamning tashqi nuqtasi deb ataladi
(7.4-rasm).

7.9-Ta’rif. Agar D to‘plamning ixtiyoriy ikki nugtasini bu to‘plamga
tegishli bo‘lgan uzluksiz chiziq bilan tutashtirish mumkin bo‘lsa, u bog lamli
to ‘plam deb ataladi.

Masalan, doira, ellipsning ichki gsmi, to‘g‘ri to‘rtburchakning ichki
gismi bog‘lamli to‘plam bo‘ladi. Umumiy nuqgtaga ega bo‘lmagan ukkita doira
bo‘glamli to‘plam bo‘Imaydi.

7.10-Ta’rif. Bog‘lamli ochiq to‘plam soha deb ataladi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi. Ikki o‘zgaruvchili funksiya
tushunchasi ham bir o‘zgaruvchili funksiya singari kiritiladi.

7.11-Ta’rif. (x,y) tartiblangan sonlar juftligining D € R? to‘plami va
E € R sonli to‘plam berilgan bo‘lsin. Har bir (x, y) € D juftlikka yagona z €
E sonni mos go‘yuvchi f moslikka D to‘plamda aniglangan va giymatlari E
to‘plamda bo‘lgan ikki o ‘zgaruvchili funksiya deb ataladi va z = f(x,y)
ko‘rinishda belgilanadi. D to‘plam funksiyaning aniglanish, E to‘plam esa
giymatlari sohasi deb ataladi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiya yana z = z(x,y), z = ¢(x,y) va hokazo
ko‘rinishda ham belgilanadi.

Har bir (x,y) tartiblangan sonlar juftligiga to‘g‘ri burchakli
koordinatalar sistemasida tekislikning yagona M nugtasi mos keladi va
aksincha har bir M nugtaga yagona tartiblangan (x,y) juftlik mos keladi.
Shuning uchun ikki o‘zgaruvchili funksiyani M nuqtaning funksiyasi sifatida
qarash mumkin va ba’zan z = f(x,y) o‘rniga z = f(M) belgilashdan
foydalaniladi. Biz bundan keyin ana shu ikki belgilashdan foydalanamiz.

Ikki o‘zgaruvchili funksiyalar bir o‘zgaruvchili funksiyalar singari turli
usullar bilan berilishi mumkin. Biz misollarda asosan funksiyalar formulalar
yordamida beriladigan analitik usuldan foydalanamiz. Bunday hollarda
funksiyaning aniglanish sohasi formulalar ma’noga ega bo‘ladigan nuqtalar
to‘plami hisoblanadi.

Ikki o°zgaruvchi funksiyalarga bir nechta misol garaymiz.

7.6-Misol. z=1+x%+vy? funksiya ixtiyoriy (x,y) juftlikda
aniglangan, shuning uchun uning aniglanish sohasi butun Oxy tekislikdan
iborat bo‘ladi: D = {(x, y): (x,y) € R?}, giymatlar sohasi esa E = [1, +0)
bo‘ladi.
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7.7-Misol. z = /1 —x2 —y2 funksiya kvadrat ildiz ostidagi ifoda
noldan kichik bo‘lmaydigan, yani 1—x?—y2>0 yoki x2+y?<1
bo‘ladigan nugtalarda aniglangan. Shuning uchun uning aniqlanish sohasi
markazi koordinatalar boshida va radiusi 1 ga teng bo‘lgan doiradan iborat:
D = {(x,y):x* +y? <1}, giymatlar sohasi [0,1] kesmadan iborat: E =
[0,1].

7.8-Misol. z = 1/,/x2 + y2 — 1 funksiya x? + y?> — 1 > 0 yoki x? +
y? > 1 bo‘ladigan nugtalar to‘plamida aniglangan. Shuning uchun bu
funksiyaning aniglanish sohasi markazi koordinatalar boshida va radiusi birga
teng bo‘lgan doiraning tashgi gismidan iborat bo‘ladi: D = {(x,y): x* + y? >
1}, giymatlar sohasi esa E = (0, +0) bo‘ladi.

Qaralga misollardan ko‘rinib turibdiki, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning
aniglanish sohasi butun Oxy tekislik ham yoki uning ma’lum bir qismi ham
bo‘lishi mumkin ekan.

Ikki o¢zgaruvchili funksiyalarni geometrik tasvirlash. Ma’lumki, bir
o‘zgaruvchili funksiya tekislikda y = f(x) tenglama bilan aniglanadigan
chizig ko‘rinishida tasvirlanadi. Ikki o‘zgaruvchili funksiya esa fazoda z =
f (x,y) tenglama bilan aniglanadigan sirt ko‘rinishida rasvirlanadi.

z = f(x,y)funksiya Oxy tekislikning biror Zy z = x% + y?
D sohasida aniglangan bo‘lsin. U holda har bir X
(x,y) € D nugtaga uch o‘lchovli fazoning
(%, f(x,¥)) nugtasi mos keladi. Bunday
(x,v, f(x,¥)) nugtalar to‘plamiga z = f(x,y)
funksiyaning grafigi deb ataymiz. Masalan, z =
4x + 3y + 2 funksiyaning grafigi 4x + 3y —z +
2 = 0 tekislik bo‘ladi.
z = x? + y? funksiyaning grafigi aylanma x
paraboloid bo¢ladi (7.5-rasm). 7.5-rasm
7.2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti

f (x,y) funksiya M, (x,, y,) nugtaning biror U(M,) atrofida aniglangan
bo‘lsin (M, nuqgtaning o‘zida aniglanmagan ham bo‘lishi mumkin).
7.12-Ta’rif. Ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § > 0 son topilib,
M,y (xq,yo) nugtadan fargli va p(M,, M) < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha M(x,y) € Us(M,) nugtalar uchun
8



If(M) — Al <¢ (7.1)
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A soni f(M) funksiyaning M,(x,,y,) nhuqtadagi
limiti deb ataladi va A= lim f(M) yoki A = lim f(x,y) ko‘rinishda

M-M, X=X0
Y—=Yo
yoziladi.

Ta’rifdan agar limit mavjud bo‘lsa, M nugta M, nuqtaga ganday
yo‘nalish bilan intilishiga (bunday yo‘nalishlar soni cheksiz ko‘p, bir
o‘zgaruvchili funksiyalarda esa x — x, intilish fagat ikkita yo‘nalish
bo‘yicha: chapdan va o‘ngdan) bog‘lig emasligi kelib chigadi).

Ikki o‘zgaruvchili funksiya limitining geometrik talgini quyidagicha.
¢ > 0 soni ganday bo‘lishidan gat’iy nazar, M, (x,, Yo) nugtaning shunday §
atrofi topiladiki, bu atrofdan olingan M, (x,, y,) nugtadan farq qgiluvchi barcha
M (x,y) nugtalarga mos keluvchi z = f(x, y) sirt nugtasi applikatasining A
sonidan modul bo‘yicha fargi € sonidan kichik bo‘ladi.

X2 a2
7.9-Misol. 1i_r)r(1) limitni hisoblang.
;CI—>O x2 + y2

» M(x,y) nugtani 0(0,0) nugtaga y = kx to‘g‘ri chizig bo‘ylab
intiltiramiz, bu yerda k —o‘zgarmas son. U holda
’ x? —y? . x*—k*x*  x*(A1-k?)  1-k* 1-k*
*o0xZ +yZ  xo0xZ + k2x?  xo0x2(l+ k%) x01+kZ  1+k2
y-0 y-0 y-0 y—0
x2 — y2

zZ = funksiya 0(0,0) nugtada limitga ega emas, chunki k

x? + y?

koeffisiyentning turli giymatlarida funksiyaning limiti bir xil emas. <«

7.13-Ta’rif. Agar shunday P o‘zgarmas son topilib, D c R? sohaga
tegishli bo‘lgan barcha M (x, y) € D nuqtalarda |f(M)| < P tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, z = f(x,y) funksiya D sohada chegaralangan deyiladi.

7.14-Ta’rif. Agar My(x,,Yy,) nugtaning biror U(M,) atrofida f(M)
funksiya chegaralangan bo‘lsa, f(M) funksiya M, nuqta atrofida
chegaralangan deyiladi.

7.1-Teorema. Agar 1\/111—>r}\140f(M) = A va A —chekli son bo‘lsa, f(M)

funksiya M, nuqgta atrofida chegaralangan bo‘ladi.
>MHHI\}I f(M) = A tenglikdan ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday 6 > 0
—Mo

son topilib, My(xy,vy,) nugtadan fargli va p(M, M) < & tengsizlikni
9



ganoatlantiruvchi barcha M (x,y) € Us(M,) nuqgtalar uchun |f(M) — A| < ¢
tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Shuning uchun
FOD] = If(M) — A+ Al < |[f(M) — Al + |Al < & + |4
Bu esa f (M) funksiya M, nugta atrofida chegaralanganligini anglatadi. <
7.15-Ta’rif. Agar MIL%Of (M) = 0 bo‘lsa, f(M) funksiya M, nuqtada

cheksiz kichik deb ataladi.

Agar z = f(M) funksiya M, nugtada chekli A limitga ega bo‘lsa,
a(M) = f(M) — A funksiya M, nugtada cheksiz kichik bo‘ladi. Hagigattan
ham, Mlinll}l f(M) = A bo‘lganligidan, ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday § >

—Mq

0 son topilib, My(xo,y,) nuqgtadan fargli va p(My, M) < § tengsizlikni

ganoatlantiruvchi barcha M(x,y) € Us(M,) nugtalar uchun |a(M)| =

|f (M) — A| < € tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa MH% a(M) =
—Mo

0 ekanligini anglatadi.
Shunday qilib, M, nugtada A soniga teng limitga ega bo‘lgan funksiya
uchun maxsus f(M)=A+ a(M) tasvirni hosil qildik, bu vyerda

1\/111_)r1r1W0a(M) = 0.

7.2-Teorema. Agar f(M) va g(M) funksiyalar M, nuqtada mos
ravishda A va B limitlarga ega bo‘lsa, ularning f(M) + g(M) yig‘indisi,
f(M) — g(M) ayirmasi, f(M)-g(M) ko‘paytmasi va B # 0 bo‘lganda
f(M)/g(M) nisbati ham M, nuqtada limitga ega bo‘ladi va

A}iqunwo[f(M) tg(M)] =AtB, MIL%OV(M) ~g(M)] = A-B,
lim M =é (B#0)
M-M, g(M) B

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
» Isbotni f(M)/g(M) nisbat uchun keltiramiz. Qolganlari ham xuddi
shu singari isbotalanadi.
lim f(M)=A , lim g(M)=B ekanligidan f(M) va g(M)
M-M, M-M,

funksiyalarni
f(M)=A+aM), gM)=B+pM)
ko‘rinishda tasvirlash mumkin, bu yerda Mlirpw a(M) = Mlirpw B(M)=0.U
—Mp —Mo

holda B # 0 shartni inobatga olsak
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f(M) A+aM)
gM) B+BM)

5B + BODIA + a(M)] — § B — 5 p(MDa(D)
B B + (M) B
= A+ QO] — oA B0 — M) D
B B[B + B(M)] B[B+B(M)]
S ) 1) puam 1)
=g Mg = FM) g pan) BIB + B(M)]
A a(M) .
Mynugtada (M)% , ﬁ(M)B[B T EOD] ,B(M)B[B T B0D] hadlar cheksiz

kichik funksyalar bo‘lganligi uchun (cheksiz kichik funksya bilan
chegaralangan funksyaning ko‘paytmasi sifatida) ularning yig‘indisi ham
cheksiz kichik bo‘ladi.

M
Shunday qilib A nisbat 4 o‘zgarmas bilan M, nugtada cheksiz
g(M) B

kichik bo‘lgan funksyaning yig‘indisi shaklida tasvirlanadi. Shuning uchun
f(x)

) funksya M, nuqtada BA nisbatga teng bo‘lgan limitga ega bo‘ladi. <
g\x

7.3. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

Ikki  o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi tushunchasi limit
tushunchasiga tayangan holda kiritiladi.

7.16-Ta’rif. Agar

1) f(x,y) funksiya M,(xy,y,) nuqtada va uning biror atrofida
aniglangan;

i) xli_)r)rclof(x, y) limit mavjud;

Y=Yo
i) bu limit £ (x, y) funksiyaning M, nuqtadagi qiymatiga teng, ya’ni
S ) = fOoyo)  (Jim FOND = £ (72

Yy=Yo
tenglik o°rinli bo‘lsa, z = f(x,y) funksiya My(x,,y,) nugtada uzluksiz
deyiladi.
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Agar funksiya biror sohaning barcha nugtalarida uzluksiz bo‘lsa,
funksiya bu sohada uzluksiz deyiladi. Funksiya uzluksiz bo‘lmagan nuqtalarni
(funksiyaning nugtadagi uzluksizlik shartlaridan birortasi bajarilmagan) uning
uzilish nugtalari deb ataladi. Funksiyaning uzilish nugtalari butun bir uzilish
chiziglarini hosil gilishi ham mumkin. Masalan, z = 1/(x? — y?) funksiya
ikkita y = x va y = —x uzilish chiziglariga ega.

Az = f(x,y) — f(xq,v,) tenglik bilan aniglanadigan miqdorga z =
f (x,y) funksiyaning M, (x,, yo)nuqtadagi to ‘lig orttirmasi deb ataladi. x va y
argumentlarning orttirmalari esa mos ravishda Ax = x —xy, Ay =y — y,
formulalar orgali hisoblanadi. Bu belgilashlardan foylanaib Az to‘liq orttirma
uchun

Az = f(xo + Ax, ¥y + Ay) — f (%0, Y0)
formulani hosil gilamiz.

Uzluksizlikning yuqoridagi ta’rifiga teng kuchli bo‘lgan boshqa ta’rifini
beramiz:

7.17-Ta’rif. Agar z = f(x,y) funksiyaning M,(x,, yo) nugtadagi to‘liq
orttirmasi (x,y) = (xo,¥o) da cheksiz kichik, ya’ni

Aim Az = Alyicf_r}O[f(xo + Ax,yo + Ay) — f(x0,¥0)] = 0
Ay—-0 Ay—-0
tenglik o‘rinli bo‘lsa, f (x, y) funksiya M, (x,, y,) nugtada uzluksiz deyiladi.
7.10-Misol. z = x2y funksiyani uzluksizlikka tekshiring.
» Funksiyaning M (x, y) nugtadagi to‘lig orttirmasini topamiz:
Az = (x + Ax)?(y + Ay) — x?y =
= 2xyAx + y(Ax)? + x?Ay + 2xAxAy + (Ax)?Ay.
U holda Al}icr_r}OAz = 0 ekanligi ko‘rinib turibdi. Bu esa 7.17-Ta’rifga ko‘ra z =
Ay—0
x2y funksiyaning ixtiyoriy M (x,y) nuqtada uzluksiz ekanligini anglatadi. <

Uzluksiz ikki o‘zgaruvchili funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

1) Agar z = f(x,y) funksiya chegaralangan yopigq sohada uzluksiz
bo‘lsa, u bu sohada chegaralangan, ya’ni shunday P o‘zgarmas son topilib,
sohaning ixtiyoriy nugtasi uchun |f(x,y)| < P tengsizlik o‘rinli bo*‘ladi.

2) Agar z = f(x,y) funksiya chegaralangan yopig sohada uzluksiz
bo‘lsa, u bu sohada o‘zining anig quyi va yugori chegaralariga erishadi.

3) Agar z = f(x,y) funksiya biror D sohada uzluksiz bo‘lsa, u o‘zining
ixtiyoriy ikki giymati orasidagi barcha qiymatlarni qabul qiladi, ya’ni A va B
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bu funksiyaning D sohadagi ikkita giymati va A < C < B bo‘lsa, bu sohada
f(xg,v0) = C tenglikni ganoatlantiradigan M, (x,, y,) nugta mavjud.

4) Yopiq D sohada uzluksiz bo‘lgan f(x,y) funksiya bu sohada
chegaralangan va o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishadi.

7.4. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari

z = f(x,y) funksiya M(x,y) nugtaning biror atrofida aniglangan
bo‘lsin. M nuqtada x o‘zgaruvchiga Ax orttirma beramiz, bunda y
o‘zgaruvchining giymatini o‘zgarmasdan qoldiramiz, ya’ni tekislikning
M(x,y) nugtasidan M;(x + Ax,y) nugtasiga o‘tamiz. Ax orttirmaning
giymatini shunday tanlaymizki, bunda M; nugta M nugtaning yuqorida aytib
o‘tilgan atrofida yotsin. U holda funksiyaning

Az = f(x+Ax,y) — f(x,¥)
mos orttirmasini funksiyaning M(x,y) nuqtadagi x o ‘zgaruvchi bo ‘yicha
Xususiy orttirmasi deb ataymiz.
y o ‘zgaruvchi bo ‘yicha xususiy orttirma xuddi shu singari aniglanadi:
Ayz = f(x,y + Ay) — f(x, y).
7.18-Ta’rif. Agar
. Az fx+Axy) - f(xy) ( . Ayz)
lim — = lim lim —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—-0 Ay
limit mavjud bo‘lsa, bu limit z = f(x, y) funksiyaning M(x, y) nuqtadagi x
o‘zgaruvchi (y o‘zgaruvchi) bo‘yicha xususiy hosilasi deb ataladi va u
. ., 0z Of . ., 0z Of
Z"’fx’ax'ax (Zy'fy'ay'0y>

orgali belgilanadi.

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra ikki o‘zgaruvchili funksiyaning x
o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi y o‘zgaruvchining o‘zgarmas giymatida
x ning bir o‘zgaruvchili funksiyadan olingan oddiy hosiladan iborat ekan.
Shuning uchun xususiy hosilalar bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasini
hisoblash formulalri va goidalariga ko‘ra hisoblanadi (bunda mos ravishda x
yoki y o‘zgarmas miqgdor deb hisoblanadi).

7.11-Misol. z = xy + sin(x — y) + 5 funksiyaning xususiy hosilalarini
toping.

>z, = (xy +sin(x —y) + 5)x = (xy)y + (sin(x = y))x + (5)x =

=y+cos(x—y) - (x—y), +0=y+cos(x —y).
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zy = (xy + sin(x — y) + 5)} = (x)}, + (sin(x — ¥))} + (5)y =
=x+cos(x—y)-(x—y)y+0=y—cos(x —y) <

7.6-rasm

Ikki o°zgaruvchili funksiya xususiy hosilalarining geometrik
ma’nosi. z = f(x,y) funksiyaning grafigi sirt ekanligini  yuqorida
ko‘rdik (7.6-rasm). z = f(x, y,) funksiyaning grafigi esa bu sirt bilan y = y,
tekislik kesishishidan hosil bo‘lgan chiziqdan iborat. Bir o‘zgaruvchili
funksiya hosilasining geometrik ma’nosidan kelib chiqib (3.1 ga garang),
fx (x0,V0) = tga degan xulosaga kelamiz, bu yerda a — abssissalar o‘qi
bilan z = f(x,y,) funksiya grafigiga M,(xy, Vo, f(x9, Vo)) huqgtada
o‘tkazilgan urinma orasidagi burchak (7.6-rasm).

Xuddi shu singari, f; (xq,y0) = tg S bo‘ladi va bu yerda g —ordinatalar

o‘gqi bilan z = f(x,,y) funksiya grafigiga My(xy, Vo, f(x0,Y0)) hugtada
o‘tkazilgan urinma orasidagi burchak.

7.5. Funksiyaning differensiallanuvchanligi va to‘la differensiali

z = f(x,y) funksiyaning M (x, y) nuqtadagi to‘la orttirmasi deb
Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,¥)
migdorga aytilishini eslatib o‘tamiz.
7.19-Ta’rif. Agar z = f(x,y) funksiyaning M(x,y) nugtadagi to‘la
orttirmasini
Az =A-Ax+ B Ay + a(Ax, Ay)Ax + B(Ax, Ay)Ay (7.3)
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ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, bu funksiya M nugtada
differensiallanuvchi deyiladi, bu yerda A va B lar Ax va Ay orttirmalarga
bog‘liq bo‘lmagan sonlar, a(Ax,Ay) va B(Ax,Ay) esa Ax - 0, Ay - 0 da
cheksiz kichik, ya’ni

Al)lcr_r)loa(Ax, Ay) = Al)lcr_l}oﬁ (Ax,Ay) = 0.

Ay—-0 Ay—-0

7.3-Teorema (Differensiallanuvchanlikning zaruriy sharti). Agar
z = f(x,y) funksiyz M(x,y) nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u bu
nugtada uzluksiz hamdir.

» Agar z = f(x,y) funksiyz M(x,y) nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, (7.3) tenglikdan Algicr—r}OAZ = 0 ekanligi kelib chigadi. Bu esa 7.17-

Ay—-0
Ta’rifga muvofiq, z = f(x,y) funksiyaning M(x,y) nuqtada uzluksiz
ekanligini angalatadi. <«

7.4-Teorema. Agar z=f(x,y) funksiya M(x,y) nugtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u bu nuqtada f/(x,y) va fy(x,y) Xususiy
hosilalarga ega va

fi,y) =A, fy(x,y) =B (7.4)
bo‘ladi.

» z=f(x,y) funksiyz M(x,y) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lganligi uchun (7.3) munosabat o‘rinli, bu yerda Ay = 0 deb olsak, A,z =
A - Ax + a(Ax, 0)Ax tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini
Ax orttirmaga bo‘lib va Ax — 0 da limitga o‘tsak

li A"Z—l' A Ax,0)] = A
AalchOE_A}cr—{lo[ + a(Ax, 0)] =

tenglikni hosil gilamiz. Demak 7.18-Ta’rifga ko‘ra f;/(x,y) = A xususiy
hosila mavjud bo‘ladi.

Xuddi shu singari M(x,y) nugtada f,;(x,y) = B Xususiy hosilaning
mavjudligi isbotlanadi. <

Ikki o‘zgaruvchili funksiya differensiallanuvchanligining yetarli
sharti. Ma’lumki y = f(x) bir o‘zgaruvchili funksiyaning x, nuqtada
differensiallanuvchanligining zaruriy va yetarli sharti bu nugtada f’(x) chekli
hosilaning mavjudligidan iborat. Funksiya ikki o‘zgaruvchiga bog‘liq
bo‘lganda bunday shart yo‘q. Yuqorida garalgan alohida zaruriy shart va
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alohida yetarli shart mavjud xolos. Ikki o‘zgaruvchili funksiya
differensiallanuvchanligining yetarli sharti quyidagi teoremada ifodalangan.
7.5-Torema. Agar z = f(x,y) funksiya M(x,y) nugtaning biror
atrofida f;/ va f,, xususiy hosilalarga ega va bu hosilalar M nugtada uzluksiz
bo‘lsa, z = f(x,y) funksiya M (x, y) nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

» x va y o‘zgaruvchilarga M;(x + Ax,y + Ay) nuqta M nugtaning
teorema shartida aytib o‘tilgan atrofidan chigib ketmaydigan qilib Ax va Ay
orttirmalar beramiz. Funksiyaning

Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y)
to‘la orttirmasini
Az = [f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y + Ay)] +

=[f(x,y +4y) — f(x,y)] (7.5)
ko‘rinishda yozib olamiz. Birinchi qavs ichidagi f(x + Ax,y + Ay) —
f(x,y + Ay) ifodani bitta x o‘zgaruvchining f(x,y + Ay) funksiyasining
orttirmasi sifatida garash mumkin (ikkinchi argument o‘zgarmas y + Ay
0‘zgarmas giymatga ega). Shartga ko‘ra bu funksiya £,/ (x, y + Ay) hosilaga
ega. U holda 3.12-Lagranj teoremasiga ko‘ra

fOx+Ax,y +Ay) = f(x,y + Ay) = f(x + 6,Ax,y + Ay)Ax,

bo‘ladi, bu yerda 0 < 6; < 1. f(x,y + Ay) — f(x, y) ifodaga nisbatan xuddi
shunday mulohaza yuritib

flo,y+4y) —f(x,y) = fy(x,y + 0;4y)Ay, (0<6,<1)
tenglikni yozamiz. fy va f,, hosilalar M(x,y) nuqgtada uzluksiz bo‘lganligi
uchun

Am fe(x + 6;4x,y + Ay) = f (x,y),
Ay—0
Aljlcrllofjj(xly + HZAy) — fy{(x! y)
Ay—0
bo‘ladi. Bundan esa
fr(x + 01Ax,y + Ay) = f(x,y) + a(Ax, Ay),
fy(x,y + 6,8y) = f,(x,y) + B(Ax, Ay)
ekanligi kelib chigadi, bu yerda Al)icr_r)loa(Ax, Ay) = Alaicr—r}O'B(Ax' Ay) = 0. Hosil
Ay—0 Ay—-0
gilingan bu ifodalarni (7.5) tenglikka goysak, Az to‘la orttirma uchun

Az = f(x,y)Ax + f,(x, y)Ay + a(Ax, Ay)Ax + [ (Ax, Ay)Ay
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tenglikni hosil gilamiz. Bu esa z = f(x,y) funksiyaning M(x,y) nuqtada
differensiallanuvchi ekanligini anglatadi. <

Funksiyaning differensiali. Agar z = f(x,y) funksiya M(x,y)
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, uning bu nugtadagi to‘la differensialini

Az =A-Ax+ B Ay + a(Ax, Ay)Ax + B(Ax, Ay)Ay

ko‘rinishda  tasvirlash ~ mumkinligini  eslatib  o‘tamiz, bu yerda
Al)lcr_r)loaz(Ax, Ay) = Aljlcl_r)loﬂ (Ax,Ay) = 0.
Ay—-0 Ay—0

7.20-Ta’rif. z = f(x,y) funksiyaning M(x,y) nuqgtadagi dz
differensiali deb, uning bu nuqgtadagi to‘la orttirmasining Ax va Ay
orttirmalarga nisbatan chiziqli qismiga aytiladi, ya’ni

dz =A-Ax + B - Ay. (7.6)
7.3-Teoremani go‘lab (7.6) tenglikni
dz = f (x,y)Ax + f; (x, y) Ay (7.7)

ko‘rinishda yozish mumekin.

Erkin x va y o‘zgaruvchilarning differensiali deb ularning orttirmalariga

aytamiz: dx = Ax, dy = Ay. U holda funksiyaning differensiali
dz = fi(x,y)dx + f, (x,y)dy (7.8)
ko‘rinishda bo‘ladi.

To‘la differensialning taqribiy hisobga tadbiqi. z = f(x, y) funksiya
differensiali ta’rifidan yetarlicha kichik |Ax| va |Ay| giymatlarda

Az ~ dz (7.9)
tagribiy tenglik o°rinli bo‘ladi. To‘la orttirmaning Az = f(x + Ax,y + Ay) —
f (x,y) formulasidan (7.9) tagribiy tenglikni

fx+Ax,y+Ay) — f(x,y) = dz
ko‘rinishda yozish mumkin. (7.7) tenglikni inobatga olsak, so‘ngi tenglikdan
fx+Ax,y + Ay) = f(x,y) + £ (x, y)Ax + f, (x,y)Ay  (7.10)
tagribiy hisoblash formulasini hosil gilamiz.

7.12-Misol. 1,023°1 ifodaning giymatini tagribiy hisoblang.

» z = x¥ funksiyani garaymiz. U holda 1,023 = (x + Ax)Y*4Y, bu
yerda x =1, Ax =0,02, y =3, Ay =0,01. Qaralayotgan funksiyaning
xususiy hosilalarini topamiz: z, = (x¥)y =y -x¥"', z, = (x?)) = x¥ -
Inx. (7.10) tagribiy tenglikka ko‘ra: 1,023t ~ 13 +3-1371.0,02 + 13-
In1:-0.01 =1,06.4
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7.6. Murakkab funksiyaning hosilalari

z = f(x,y) ikki o‘zgaruvchili funksiyaning x va y o‘zgaruvchilari o‘z
navbatida erkin t o‘zgaruvchining funksiyalari bo‘lsin: x = x(t),y = y(t). U
holda z = f[x(t), y(t)] funksiya erkin t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi.

7.6-Teorema. Agar x =x(t) va y = y(t) funksiyalar t nugtada
differensiallanuvchi, z = f(x,y) funksiya esa M(x(t),y(t)) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, z = f[x(t),y(t)] murakkab funksiya ham ¢t

nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi va uning hosilasi
dz O0zdx 0zdy

dt 0dxdt +6ydt
formulaga ko‘ra hisoblanadi.
Dt 0°‘zgaruvchiga At orttirma beramiz, u holda x(t) va y(t) funksiyalar
mos ravishda Ax va Ay orttirmalar olishadi, z = f(x,y) funksiya ham o0‘z
navbatida

(7.11)

Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y)
orttirma oladi.

z = f(x,y) funksiya M(x,y) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lganligi

(bu yerda x = x(t), y = y(t)) uchun, Az orttirmani
Az = f(x,y)Ax + f,(x,y) Ay + a(Ax, Ay)Ax + B(Ax, Ay)Ay
ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda Al)icr_r)loa(Ax, Ay) = Al)icr_r)loﬂ(Ax, Ay) = 0.
Ay—0 Ay—-0

Qo‘shimcha ravishda a(0,0) = £(0,0) = 0 deb olib, a(Ax, Ay) va (Ax, Ay)
cheksiz kichiklarni Ax = 0, Ay = 0 da aniglab olamiz.

Az uchun hosil gilingan ifodaning ikkala tomonini At orttirmaga
bo‘lamiz:

Az Ax Ay Ax Ay
—=f,y)=+f,(x,y)= + a(Ax,Ay)—= + B(Ax,Ay)_—. (7.12
AL x(x )’)!t y(x )ft a(Ax .}’)!t ,8( X .')’)!t ( )

A d :
Shartga ko‘ra limA—x = CE lim—2 = %Y. Bundan tashgari x(t),y(t)
At—=0At dt At-0At dt

funksiyalar t nuqgtada differensiallanuvchanligidan, ularning bu nugtada

uzluksizligi ham kelib chiqadi, ya’ni AlimOAx = Al}LmOAy = 0 bo‘ladi. Shuning

uchun bu munosabatlardan Algmoa(Ax, Ay) = Al%mO,B(Ax, Ay) = 0 tenglikni

yozish mumkin. U holda At nolga intilganda (7.12) tenglikdagi uchinchi va
to‘rtinchi hadlar ham nolga intiladi:
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Al%moa(Ax Ay) — =0, llm ,8 (Ax, Ay) — = 0.

Shunday qilib, At nolga |nt|Iganda (7 12) tengllknlng o‘ng tomoni chekli
limitga ega va demak chap tomoni ham chekli limitga ega bo‘ladi:
I Az dz
o AtSO At dt
va shu bilan blrga
/ dZ 0zdx 0zdy
= , + — yoki — =224 — "7
fii (x y) fy (x, y) iR EUl il e r e s
7.13-Misol. z = x3y*, x = 2t, y = t% bo‘lsa, Z—i hosilani toping.

>z, (x,y) =3x%y* |, zy(x,y) =4xy? , X' =2, y'(t) =2t
hosilalarni (7.11) formulaga go‘yamiz:

dz
== 3x2y* -2+ 4x3y3 - 2t.

x = 2t, y = t? ekanligini inobatga olsak,

dz
Frie 3(2t)%(t)*2 + 4(2t)3(t?)32t = 88¢1°,

Boshga tomondan, dastlab z ni t orgali ifodalab olib, so‘ngra fl—i hosilani olish

mumkin: z = (2t)3(t?)* = 8t11, Zi

bo‘yicha olingan natija bilan bir xil ekan. «
Agar z = f(x,y) funksiyada y = ¢(x) bo‘lsa, z = f[x, ¢(x)] funksiya
x o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘ladi. Bu yerda t parametr o‘rnida x o‘garuvchi

bo‘ladi, shuning uchun (7.11) formulaga ko‘ra
dz 0z dx 0z dy

dt ~ ox dx dy dx
va bu yerda% = 1 bo‘lganligi uchun, so‘ngi tenglik
dz 62 0z dy
dt ox  dydx

= 88t1% | ya’ni (7.11)  formula

ko‘rinishni oladi.

Endi umumiyroq holni garab chigamiz. z = f(x, y) funksiyaning x va y
o‘zgaruvchilari oz navbatida ikkita yoki undan ko‘proq erkin o‘zgaruvchiga
bog‘liq bo‘lsin. Masalan, x = x(u,v), y = y(u,v) bo‘lsin. U holda z =
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flx(u,v),y(u,v)] erkin u va v o‘zgaruvchilarning murakkab funksiyasi
bo‘ladi.

Agar x(uw,v) va y(u,v) funksiyalar M'(u,v) nugtada
differensiallanuvchi, z = f(x,y) funksiya esa x = x(u,v) , y = y(u,v)
bo‘lgan M(x,y) nuqgtada differensiallanuvchi bo‘lsa, murakkab z =
flx(u,v),y(u,v)] funksiya ham M'(u,v) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘ladi va uning xususiy hosilalari
(0z 0z ax 0z dy

ou 6x6u dy du

|z _ozox oz (7.13)
L v  Ox 617 dy dv
formulalarga ko‘ra topiladi.
7.14-Misol. z=x%y* ,x=u+v,y= 2 bo'lsa a_a_ Xususiy
_ o v ou v
hosilalar topilsin.
! 2 ! 2 ! ! ! 1 ! u
> Zx=2xy,Zy=2xy,xu=1,xv=1,yu=;, sz—ﬁ
xususiy hosilalarni (7.12) formulalarga qo‘yamiz:
% oyt ity s, Zgxy? 14 2xtye (- )
ou Xy xyv-, ov xy“ xy. v/
Bu ifodalarda x va y o‘zgaruvchilarni u va v orqali ifodalaymiz:
0z u? Ju 1 2u? + uv
— = 2(u+v)—+2(u+v) —==2Uu+v)——;
ou 2 % v
0z u u 2(u+v)u
——2(u+v)——2(u+v)2— — = - ( )
617 v? v3

z = x%y? funk3|yada dastlab x va y o‘zgaruvchilarni u va v erkin
o‘zgaruvchilar orgali ifodalab, so‘ngra hosil bo‘lgan funksiyadan u va v
bo‘yicha xususiy hosilalar olsak, xuddi shu natijaga kelishni tekshirib ko‘rishni
kitobxonga havola gilamiz. <

7.7. Sirtga o‘tkazilgan urinma tekislik va normal

Ikki  o‘zgaruvchili  funksiya xususiy hosilalarining geometrik
tadbiglaridan birini garaymiz. Biror D c R? sohaga tegishli bo‘lgan (xg, yo)
nugtada z = f(x,y) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyani
tasvirlovchi ¢ sirtni x =x, va y =y, tekisliklar bilan kesamiz (7.7-
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rasm). x = x, tekislik o sirtni biror z,(y) chiziq bo‘ylab kessin. Uning
tenglamasi berilgan z = f(x, y) funksiya ifodasida x o‘rniga x, qo‘yish bilan
hosil gilinadi.

My (xo, Yo, f (x0,¥0)) nugta  bu
Zy(y) chizigda yotadi. z funksiyaning
M, nugtada differensiallanuvchan-
ligidan z,(y) funksiyaning ham y = y,
nugtada differensiallanuvchanligi kelib
chigadi. Shuning uchun bu nugtada x =
xo tekislikda z,(y) chizigga I; urima
o‘tkazish mumkin.

y =y, kesim uchun ham xuddi
shu singari mulohaza vyuritib, x = x,
nugtada z,(x) chizigga [, wurima
o‘tkazamiz. [, va [, to‘g‘ri chiziglar a
tekislikni aniglaydi. Bu tekislik o sirtga
M, nugtada o‘tkazilgan urinma tekislik

7.7-rasm deb ataladi.

Bu tekislik tenglamasini tuzamiz. a tekislik M, (x,, vo, Zo) nugta orgali

o‘tganligi uchun, uning tengalamasini
A(x —x0) + By —¥0) + C(z—2)) =0

yoki

z—2zp = A1(x — x0) + B1(y — yo) (7.14)
ko‘rinishda yozish mumkin. So‘ngi tenglamadagi A; va B, koffisiyentlarni
topamiz.

[, va l, urinmalar mos ravishda

z =27y = fy(X0,¥0) " (¥ — ¥0), X = X;
z—2y = fx (X0, ¥0) * (x —Xx0), ¥ =Y
tenglamalarga ega bo‘lishadi.

[, urinma « tekislikda yotadi, shuning uchun [; to‘g‘ri chiziq
nuqtalarining koordinatalari (7.14) tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni bu
nuqgtalarda

Z—Zy = fy’(xo»YO) (¥ — ¥o),

X = X,

z—2o=A;1(x —x0) + B1(y — ¥o)
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sistema o‘rinli bo‘ladi. Bu sistemani B; noma’lumga nisbatan yechib, B; =
fy (x0,¥0) tenglikni hosil gilamiz.

[, urinmaga nisbatan ham xuddi shunday mulohaza yuritib A; =
fx (x0, Vo) tenglikka ega bo‘lamiz.

A, va B; noma’lumlarning topilgan qiymatlarini (7.14) formulaga
qo‘yib, gidirilayotgan urinma tekislikning

z— 2y = fx(X0,Y0) (x — x0) + fy(x0,¥0) ¥ — ¥0) (7.15)
tenglamasini hosil gilamiz.

M, nugtadan urinma tekislikka perpendikulyar bo‘lib o‘tuvchi to‘g‘ri
chizig sirtning normali deb ataladi.

To‘g‘ri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik shartidan foydalanib
(2.13 ga garang), normalning

X=X  Y—Yo _Z—Zy
fx (X0, Y0) fy’(xo»YO) -1
kanonik tenglamasini hosil gilamiz.

Mulohaza. Sirtning urinma tekisligi va normalining tenglamalari
xususiy hosilalar noldan fargli bo‘lgan maxsusmas nuqtalar uchun keltirb
chigarildi. Xususiy hosilalar nolga aylanadigan maxsus nugtalarni
garamaymiz.

7.15-Misol. z = xy sirtga M,(—1,2,—2) nuqtada o‘tkzilgan urinma
tekislik va normal to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.

» Xususiy hosilalrni topamiz: f;/(x,y) =y, f,(x,¥) = x va ularning
(—1,2) nugtadagi giymatlari £y (—1,2) = 2, f,,(=1,2) = —1 bo‘ladi. U holda
(7.15) va (7.16) formulalarga ko‘ra urinma tekislik va normal mos ravishda

z+2=2x+1)—(y—2)yoki2x —y—z—2=0va
x+1 y—2 z+2
2 -1 -1
tenglamalarga ega bo‘ladi. <
7.8. Yugori tartibli xususiy hosilalar va differensiallar

(7.16)

Yuqori tartibli xususiy hosilalar. M(x,y) nugtaning biror atrofida
aniglangan z = f(x,y) funksiyaning f; (x,y) va f,(x,y) Xususiy hosilalari
bu atrofning barcha nuqtalarida mavjud bo‘lsin. Bu holda xususiy hosilalar x
va y o‘zgaruvchilarning M nuqta atrofida aniglangan funksiyalaridan iborat
bo‘ladi. Ularni biz birinchi tartibli xususiy hosilalar deb ataymiz.

22



O°z navbatida M nugtada f;(x,y) va f,(x,y) funksiyalardan x va y

o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy hosilalar mavjud bo‘lsa, ularni biz f(x,y)
funksiyaning bu nuqtadagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataymiz va

azz 144 azz 144
0x2 = xx(x»Y); ayax = yx(x»Y)i
aZZ 14 azz 144
ayz = fyy(x»y); 9x0y = xy(x:y)

orgali belgilaymiz.

fyx (%, Y), fyy(x,y) ko‘rinishdagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
aralash xususiy hosilalar deb ataladi.

7.16-Misol. z = x2y3 + 4x — 5y funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarini toping.

» Dastlab birinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

0z 3 Jz
a—ny + 4, E—?)xy — 5.
Hosil gilingan funksiyalardan yana x va y bo‘yicha xususiy hosilalar olib:
6_22_ 5 0’z 0°z , 6_22_ ,
ox2 2% dydx 0xdy 6xy”%, dy? 6x%y.

ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hosil qilamiz. <
7.7-Teorema. Agar M(x,y) nugtaning & atrofida £, (x, y) va fy;, (x,y)
aralash xususiy hosilalar mavjud va M nuqtaning o‘zida uzluksiz bo‘lsa, ular
bu nugtada ozaro teng bo‘ladi, ya’ni
xy (6, Y) = fyx(x,y) (7.17)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
> A=[f(x+Ax,y +Ay) — f(x +Ax,y)] — [f(x,y + Ay) —
f(x,y)] ifodani garaymiz, bu yerda Ax va Ay lar M;(x + Ax,y + Ay) nugta
teorema shartida aytib o°tilgan M nugtaning & atrofiga bo‘ladigan qilib
olingan yetarlicha kichik sonlar.
px) = flx,y +4y) — f(x,y)
yordamchi funksiyani kiritamiz. U holda A ifodani [x,x + Ax] kesmada
differensiallanuvchi bo‘lgan ¢ (x) bir o‘zgaruvchili funksiyaning orttirmasi
sifatida garash mumkin:
A=Ap = p(x+ Ax) — p(x).
Shuning uchun bu ayirmaga Lagranj teoremasini gqo‘llab

23



A=Ap = ¢'(x + 0;Ax)Ax =
= [fi(x +0,Ax,y + Ay) — fy(x + 0,Ax,y)]Ax, 0<6; <1

tenglikni hosil qilamiz. Kvadrat gavsning ichidagi ifodani [y,y + Ay]
kesmada differensiallanuvchi bo‘lgan bitta y o‘zgaruvchili £, (x + 6;Ax,y)
funksiyaning orttirmasi sifatida garash mumkin. Yana Lagranj teoremasini (y
o‘zgaruvchi bo‘yicha) qo‘llasak

A= fyr(x+60,Ax,y + 0,Ay)AxAy, 0 < 64,0, <1 (7.18)
tenglik hosil bo‘ladi.

Boshga tomondan, agar

V() =fl,y+Ay) —f(x,y)
yordamchi funksiyani Kiritsak, uning uchun
A=Mp=9@+24y) —P©)
tenglik o‘rinli  bo‘lishini osongina ko‘rsatish mumkin. So‘ngra ¢(x)
funksiyaga nisbatan gilingan mulohazalarni takrorlab
A= fi(x+ 0,Ax,y + 03Ay)AxAy, 0 < 63,0, <1 (7.19)
tenglikni hosil gilamiz. (7.18) va (7.19) tengliklarni taggoslab
yx(X + 018x,y + 0,Ay) = fi,(x + 6,Ax,y + 65Ay)
tenglikka ega bo‘lamiz. f,,(x,y) va f/,(x,y) xususiy hosilalarning M
nuqtada uzluksizligini inobatga olib, so‘ngi tenglikda Ax va Ay orttirmalarni
nolga intiltirsak
Aim fx(x +010x,y + 6,4y) = lim fo, (x + 6,4x,y + 634y)
Ay—-0 Ay—-0
yoki
vy (6, Y) = fyx(x,y)
tenglik hosil bo‘ladi. «

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalardan yana x va y bo‘yicha xususiy
hosilalar olib, uchinchi tartibli va bu jarayonni davom ettirib n —taribli xususiy
hosilalar kiritiladi va aralash hosilalarning tengligi hagidagi 7.5-Teoremaga
o‘xshash teoremani isbotlash mumkin bo‘ladi.

Yuqori tartibli differensiallar. 7.5. bo‘olimda differensiallanuvchi
funksiyaning differensiali tushunchasini kiritgan va

dz = f{(x,y)dx + f, (x,y)dy (7.20)

formulani hosil gilgan edik. Uni biz birinchi tartibli differensial deb ataymiz.
fx(x,y) va fy(x,y) funksiyalar M(x,y) nugtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. dz uchun hosil gilingan yugoridagi ifodada dx va dy differensiallarni
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o‘zgarmaslar sifatida garaymiz. U holda dz differensial fagat x va y
o‘zgaruvchilarning funksiyasidan iborat bo‘ladi va unga nisbatan (7.20)
formulani qo‘llash mumkin bo‘ladi, natijada d?z ikkinchi tartibli
differensialni hosil gilamiz:

d*z = d(dz) = d(f{(x,y)dx + fy(x,y)dy) =
= [fx'(x; y)dx + fy(x, y)dy]xdx + [fx’(x, y)dx + f, (x, y)dy]ydy =

= frix (6, ¥)(dx)? + fiy (x, y)dxdy + fy (x, y)dydx + fy, (x, ¥) (dy)?
Agar f,,, va fy; aralash hosialar uzluksiz bo‘lsa, 7.5-Teoremaga ko‘ra
vy (6, Y) = fyx(x,y)
bo‘ladi. U holda d?z ikkinchi tartibli differensial uchun hosil gilingan ifoda
d?*z = fix(dx)? + 2fydxdy + f;,(dy)* (7.21)
ko‘rinishni oladi.
Xuddi shu singari
d°z = f5'(dx)° + 3f,2, (dx)?*dy + 3f, 2dx(dy)® + £, (dy)®
d"z = £50 (0™ + nfSy (dx)"tdy + -
nn—-1).n—-k+1) _
+ - fendiy (@)™ (@Y)* + -+ £ (dy)”
yuqori tartibli differensiallarni hosil gilamiz.
n tartibli d"z differesialning formulasi ikkihad n —darajasining Nyuton
formulasi bo‘yicha yoyilmasini eslatadi. Shuning uchun d"z differesialning
ifodasini simvolik ravishda

dn —(ad +ad)n

ko‘rinishda yozish mumekin.

7.17-Misol. z = cosxsiny funksiyaning uchinchi tartibli d3z
differensialini toping.

» Uchinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

Zy = —sinxsiny, z, = cosx cosy,
14 . 144 .
Zy2 = —COSXSiny,z; = —cosxsiny,
Zyy = —sinx cosy,z s = sinxsiny,
o o _ neo_ o .
Zys = —COSXCOSY,Z2, = —COSXCOSY,Z2, = sinxsiny.

Ularni uchinchi tartibli differensial formulasiga go‘yamiz:
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d3z = sinx siny (dx)3 — 3 cosx cosy (dx)?dy +
+3sinx siny dx(dy)? — cosx cosy (dy)>. <
7.9. Ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun Teylor formulasi

Bir o‘zgaruvchili funksiya singari ikki o‘zgaruvchili funksiyani ham
n — darajali ko‘phad bilan birorta qgoldig gadning yig‘indisi ko‘rinishda
tasvirlash mumkin.

z = f(x,y) funksiya D sohada (n + 1) —tartibgacha va bu tartibdagi
barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu sohada ixtiyoriy
My(xg,¥9) € D nugtani olamiz va yangi M(x, + Ax,y, + Ay) nugtani
garaymiz. Bunda M, va M nugqtalarni tutashtiruvchi kesma butunlay D sohada
yotadi deb faraz gilamiz.

F(t) =f(xo+t-Ax,yo +t-Ay) tenglik orgali [0,1] kesmada
aniglangan yordamchi funksiyani kiritamiz. Qilingan farazga ko‘ra bu
funksiya [0,1] kesmada birinchi, ikkinchi,..., (n + 1) — taribli uzluksiz
hosilalarga ega. U holda bu funksiya uchun Makloren shaklidagi (5.89) Teylor
formulasi o‘rinli:

F"(0) FM(0)
F(t) =F(0)+ F'(0)t + 5 t2 4+ -+ — t" +
(n+1) ' '
F7 70D e (7.22)
(n+1)!
bu yerda 8 € (0,1). Bu formulada t = 1 deb osak
F"(0 FW@) F®+(g
F(1) = F(0) + F'(0) +L+---+ ( )+ ( ), (7.23)
2! n! (n+1)!

bo‘ladi. Boshga tomondan esa
F(1) = f(xo + Ax,yo + Ay) va F(0) = f(x0,Y0)-
(7.11) formulaga ko‘ra
F'(t) = fy(xg + t - Ax,yp + t - Ay)Ax + f (xo + - Ax,yo + t - Ay)Ay,
bundan esa

0 0
F'(0) = fiCro, yo)Ax + £ o, yo)Ay = (5 A% + 587 ) £ (. 0)

tenglikni hosil gilamiz. Ikkinchi tartibli hosila esa
F'"(t) = fex(xo +t - Ax,yo + t - Ay)(Ax)* + 2f5 (%o + t - Ax, yo +
+t - Ay)AxAy + f5,(xo + t - Ax, yo + t - Ay) (Ay)?

ko‘rinishda bo‘ladi va bu tenglikdan
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F'"(0) = fix(x0,¥0)(Ax)? + 215, (%0, Yo)Ax Ay + fy)5, (%0, ¥0) (AY)* =

(Lo Lay)
- ax X ay y f(xO’yO)
ikkinchi tartibli hosila uchun ifodaga ega bo‘lamiz. Bu jarayonni davom ettirib,

n

) 0 0

FUW(0) =(—Ax +—Ay | f(x0,Y0)
0x dy

n+1

0 0
FMD(g) = (a Ax + @Ay) f(xo + 0Ax,y, + 0Ay)

formulalarni hosil gilamiz.
Bu ifodalarni (7.22) formulaga qo‘ysak

d d
f(xo +Ax,y0 + Ay) = f(x0,¥0) + (an + @Ay)f(xo;%) +

n

1(aA 6A>2( ) 1((’)A aA) ( )
a n+1

0
(ax Ax + EAy) f(xo + 0Ax,y, + 0Ay),0< 0 <1 (7.24)

iIkki o‘zgaruvchili funksiya uchun Teylor formulasini hosil gilamiz. Bu

formuladagi
n+1

0 0
R, =|—Ax+—A ) OAx,y, + A

ifoda Lagranj shaklidagi qoldig had deb ataladi.
Agar x, = y, = 0 bo‘lsava Ax = x, Ay = y deb olsak (7.24) formula

0 0
FGy) = FO0) + (5% +5-y) (00 +

- (Zxt Z)) F00) 4t (Zx 2 p00) +
x> ayy 1, mi\ax ayy A

a n+1

0
_ 7.25
(axx+6 ) f(6x,0y), 0<o<l1 ( )

ko‘rinishni oladi. (7.25) formula Lagranj qoldig hadli Makloren formulasi deb
ataladi.
7.18-Misol. z =e*siny funksiyani n =2 hol uchun Makloren
formulasi bo‘yicha yoying.
» n = 2 hol uchun Makloren formulasi
27



1
f(x,y) = £(0,0) + £,(0,0)x + £5(0,0)y + = [fx(0,0)x* + 2,5, (0,0)xy +

1

2!

15y (0.0)y%] + 25 [ (6, 09)x® + 3£, (6, 0y)x%y +

+3fiyy (0x,0Y)xy* + f,

(6x,0y)y%], 0<0<1

(7.26)

ko‘rinishda bo‘ladi. (7.26) formulaga kirgan koffisiyentlarni hisoblaymiz:

f(x,y) =e*siny
fx(x,y) = e*siny
£iG6,y) = e* cosy
wx(x,y) = e¥siny
xy(x,y) = e*cosy

fyy(x,y) = —e*siny
wxx(X,y) = e*siny

s

xxy(x: Y) =e*cosy

xyy(x,y) = —e*siny
Fiyy(x,y) = —e* cosy

f(0,00=0

£x(0,0) =0

£1(0,0) = 1

x(0,0) =0

2y(0,0) =1

vy (0,0) =0

11 (0x,0y) = e?* sin Oy
oy (0x,0y) = e%* cos Oy
xyy (0x,0y) = —e%% sin Oy

fyyy (0x,0y) = —e%* cos 9y.

Topilganlarni (7.26) formulaga go‘yib,

X o — 1 Ox : . A3 Ox v 2ay
e smy—y+xy+6[e sinfy - x> + 3e”* cosOy - x°y

—3e%% sin Oy - xy?—e?* cos Oy - 3]

yoyilmani hosil qilamiz. <«

7.10. Ikki o°zgaruvchili funksiyaning ekstremumi

Ikki o¢‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumi tushunchasi. z =
f(x,y) funksiya biror D sohada aniglangan va M, (x,, y,) bu sohaning ichki

nugtasi bo‘lsin.

7.21-Ta’rif. Agar shunday & > 0 son topilib, |Ax| < 6 va |Ay| < §
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ax va Ay uchun

Af (x0,¥0) = f(xo + Ax,y0 + Ay) — f(x0,¥0) <0

(7.27)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, My(xy,ve) nuqgta f(x,y) funksiyaning lokal
maksimum nuqtasi deb ataladi; agar |[Ax| < & va |Ay| < 6 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha Ax va Ay uchun

Af (x0,¥0) = f(xo + Ax,y9 + Ay) — f(x0,y0) = 0

(7.28)

tengsizlik o°rinli bo‘lsa, My (x,, yo) nugta lokal minimum nuqgta deb ataladi.



Boshgacha qilib aytganda, M, (x,, y,) nugtaning shunday & atrofi topilib, bu
atrofdan olingan barcha M (x, y) nugtalarda funksiyaning

Af = f(x,y) — f(x0,¥0)
orttirmasi ishorasini o‘zgartirmasa, M, (xy,y,) maksimum yoki minimum
nugta bo‘ladi.

7.19-Misol. z = x? + y? funksiya uchun 0(0,0) — minimum nugta
bo‘ladi (7.8-rasm).

Biz f(x,y) funksiya uchun Af >0 yoki Af <0 qat’iy tengsizlik
bajariladigan funksiyaning gat’ly maksimum yoki qat’ty minimum
nuqgtalarnigina garaymiz.

Funksiyaning maksimum nuqtadagi gqiymatini funksiyaning maksimumi,
minimum nugtadagi giymatini esa uning minimumi deb ataymiz. Maksimum
va minimum nuqgtalar funksiyaning ekstremum nuqtalari, funksiyaning
maksimum va minimumlari esa uning ekstremumlari deb ataladi.

ZA

7.8-rasm 7.9-rasm

7.8-Teorema (ekstremumning zaruriy sharti). Agar z = f(x,y)
funksiya M, (xo, yo) nugtada ekstremumga erishsa, bu nugtada uning z, va z,,
xususiy hosilalari yoki nolga aylanadi, yoki mavjud emas.

» y o‘zgaruvchiga y = y, giymatni beramiz. U holda f(x, y,) bitta x
o‘zgaruvchining funksiyasiga aylanadi. Shartga ko‘ra u x = x, nuqgtada
ekstremumga (maksimumga Yyoki minimumga) erishadi, demak bir
o‘zgaruvchili funksiya ekstremumining zaruriy sharti hagidagi 6.4 va 6,5-
Teoremalarga ko‘ra z,(xy, y,) nolga teng yoki mavjud emas. Xuddi shu
singari z;,(xo, o) nolga tengligi yoki mavjud emasligi isbotlanadi. «
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Bu teorema funksiyaning ekstremal giymatini o‘rganish uchun yetarli
emas, biroq maksimum yoki minimumning mavjudligi oldindan ma’lum
bo‘lsa, bunday nugtalarni topish imkonini beradi. Aks holda boshqga
tadgigotlarni olib borishni talab gilinadi.

Masalan, z = x? — y? funksiya 0(0,0) nugtada nolga aylanadigan z;, =
2x va z;, = —2y Xususiy hosilalarga ega. Birog bu funksiya koordinatalar
boshida maksimumga ham, minimumga ham erishmaydi. Hagigatdan ham, u
koordinatalar boshida nol giymatni gabul giladi va koordinatalar boshining
ixtiyoriy kichik atrofida ham manfiy, ham musbat giymatlarni gabul giladi.
Demak nol giymat maksimum giymat ham, minimum giymat ham bo‘Imaydi
(7.9-rasm).

Xususiy hosilalar nolga aylanadigan, ya’ni z, = 0, z;, = 0 bo‘ladigan
yoki ular mavjud bo‘lmaydigan nugtalarni z = f(x,y) funksiyaning Kkritik
nuqtalari deb ataymiz. Demak 7.7-Teoremaga ko‘ra, agar funksiya biror
nuqtada ekstremumga erishadigan bo‘lsa, bu nugta fagat kritik nugta bo‘lishi
mumkin.

7.9-Teorema (ekstremumning yetarli sharti). z = f(x,y) funksiya
My (xq,yo) Kritik nugtada va uning biror atrofida uzluksiz birinchi va ikkinchi
tartibli xususiy hosilalarga ega bo‘lsin va
A= xx (X0, Y0)  fey (X0, ¥0)

xljl/(xOlyO) fy,;/(xO»yO)
deb olamiz. U holda:

1) agar A> 0 bo‘lsa, funksiya M, nuqgtada ekstremumga erishadi va shu
bilan birga fix(x0,v0) <0 bo‘lganda maksimumga, fix(xo, Vo) >0
bo‘lganda esa minimumga erishadi;

I1) agar A< 0 bo‘lsa, funksiya M, nugtada ekstremumga erishmayadi;

Iii) agar A= 0 bo‘lsa, funksiya uchun M, ekstremum nuqgta bo‘lishi ham
bo‘lmasligi ham mumkin.

> [0 y0) = A, fiy(x0.y0) = B, fyy(x0,¥e) = C deb belgilash
kiritamiz. U holda A= AC — B? bo‘ladi. Shartga ko‘ra f(xg,vo) =
fy(x0,¥0) = 0.

i) A>0va A >0 (yoki A <0) bo‘lsin. U holda f(x,y) funksiyaning
My (xo, Vo) Nugtadagi to‘la orttirmasini n = 1 hol uchun Teylor formulasi
orgali ifodalasak

Af = [A'(Ax)? + 2B’ AxAy + C'(Ay)?] (7.29)
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tenglikni hosil gilamiz, bu yerda A’ = f/L(x, + 0Ax,y, + 6Ay) , B’ =

xy(xo + 0Ax,y0 + 04y) , C' = f,,(xo +0Ax,y, +0Ay) , 0<6<1.

Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarning M, (x,, yo) nugtada uzluksizligi tufayli
lim A" = £/, (x0,v9) = A > 0, (yoki A < 0)

Ax—0
Ay—0
hamda
. Py, 12 1" 17 1" 2
Al)lcr_I)IO(A C'—B ) = fix (X0, Yo) fyy (X0, ¥0) — [fxy(xo»YO)] =A>0
Ay—0

bo‘ladi. Shuning uchun yetarlicha kichik Ax va Ay orttirmalarda A" > 0 (yoki
A'<0 ) va A'C' —B"” >0 tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. A’ # 0
bo‘lganligidan (7.29) tenglikni

Af = %[(A’Ax + B'Ay)? + (A'C' — B")(Ay)?] (7.30)

ko‘rinishda yozish mumkin. Kvadrat gavs ichidagi ifodaning ishorasi musbat,
shuning uchun agar A" > 0 ( fix(xg,¥0) > 0) bo‘lsa, Af > 0 va demak
My (xg, o) nugta minimum; A’ <0 ( fix(x0,v0) < 0) bo‘lsa, Af <0 va
demak M, (x,, yo) nugta maksimum nugta bo‘ladi. i) tasdiq isbot bo‘ladi.

i) A< 0 bo‘lsin.

Agar A # 0 bo‘lsa, (7.30) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu holda Af to‘la
orttirma turli ishorali giymatlarni gabul gilishini ko‘rsatamiz. (7.30) tenglikda
Ay = 0 bo‘lsa,

A 1 A'Ax)?
f = ABx)

bo‘ladi, ya’ni Af to‘la orttirma A ning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi.
(7.30) tenglikda A'Ax + B'Ay = 0 bo‘lsa

1 2
Af == (A'C' = B)(8y)?

bo‘ladi, ya’ni Af to‘la orttirma A ning ishorasi bilan garama-garshi bo‘ladi.
Shunday qilib, My(xo,y,) nugtaning atrofida Ax va Ay ning turli
giymatlarida Af turli ishorali giymatlarni gabul gilar ekan. Bu esa My (x, ¥o)
nugtaning ekstremal nuqta emasligidan dalolat beradi.
A =0,C # 0 bo‘lsin, u holda (7.29) tenglik
Af = [2B'AxAy + C'(Ay)?]
ko‘rinishda bo‘ladi. Uni
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Af = %[(B’Ax + C'Ay)? — B (8x)?]

ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda ham Ax = 0 bo‘lsa, Af to‘la orttirmaning
ishorasi C ning ishorasi bilan bir xil, B’Ax + C'Ay = 0 bo‘lsa, C ning
Ishorasiga gqarama garshi bo‘ladi.

Nihoyat A = 0,C = 0 bo‘lsa

Af = B'AxAy

bo‘ladi va Ax va Ay orttirmalarning turli giymatlarida Af to‘la orttirma har xil
ishorali giymatlarni gabul giladi.
11i) A= 0 hol uchun ikki xil natijali misol keltiramiz.

z = x* + y3 funksiya va uning z; = 3x%, z;, = 3y?, z), = 6x, z, =

0, z;, = 6y Xxusuiy hosilalri 0(0,0) koordinatalar boshida nolga aylanadi,

shuning uchun bu nugtada A= 0 bo‘ladi. Hamda 0(0,0) nugtaning ixtiyoriy
kichik atrofida bu funksiya har xil ishoralarni gabul qgiladi, ya’ni bu nuqtada
funksiya ekstremumga erishmaydi.

z = x* +y* funksiya va uning z, = 4x3, z;, = 4y>, z), = 12x?,
Zyy = 0, zy), = 12y? xusuiy hosilalri 0(0,0) koordinatalar boshida nolga
aylanadi, shuning uchun bu nugtada A= 0 bo‘ladi. Hamda 0(0,0) nuqgtaning
o‘zida nol, ixtiyoriy kichik atrofida esa bu funksiya fagar musbat ishorali
qiymatlarni gabul qiladi, ya’ni bu nuqtada funksiya minimumga erishadi.

Shunday qilib, A= 0 bo‘lganda funksiya ekstremumga erishishi ham,
erishmasligi ham mumkin ekan. <

7.20-Misol. z = x? + y? —xy + x + y + 2 funksiyaning ekstremum
giymatini toping.

»Bu yerda z;, = 2x —y +1 va z, = 2y —x + 1. Xususiy hosilalar
mavjud bo‘lmagan nugtalar yo“q.

2x—y+1=0
{—x +2y+1=0

sistemani yechib funksiyaning kritik nugtalarini topamiz. Bu nugta P(—1,—1)
bo‘ladi.

Berilgan funksiyaning ikkinchi taribli xususiy hosilalrini topamiz:

Zyx = 2, Zyy = —1, 25, = 2.

Demak, A=2-2—(-1)2=3>0vaz/(—1,—1) = 2, ya'ni

P(—1,—1) nugtada funksiya minimumga erishadi va z,,;,, = 1. <4
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7.11. Shartli ekstremum

Ba’zan ko‘p o‘zgaruvchili funksiya o‘zgaruvchilarining mumkin bo‘lgan
o‘zgarishiga go‘shimcha chegaralanishlar go‘yilgan holda funksiyaning
ekstremumlarini topish masalalari ham uchrab turadi. Bunday chegaralanishlar
turli ko‘rinishlarda bo‘lishi mumkin. Masalan, o‘zgaruvchilarning giymatlari
bitta yoki bir nechta tenglama yoki tengsizliklarni ganoatlantirishi lozim
bo‘ladi. Ba’zan esa o‘zgaruvchilar tekislikning ma’lum bir sohasidagina
o‘zgarishi mumkin bo‘ladi. Biz quyida funksiyaning argumentlari bog ‘lanish
tenglamasi deb ataluvchi tenglamani ganoatlantirishi talab gilinadigan
chegaralanishlarda to‘xtalib o‘tamiz.

7.21-Misol. Perimetri 2p bo‘lgan to‘gri to‘rtburchaklar orasida eng
katta yuzali to‘g‘ri to‘rtburchakni toping.

» x va y orgali to‘g‘ri to‘rtburchak tomonlari uzunliklarini belgilaymiz.
Natijada 2(x+y) =2p qgo‘shimcha shartda S(x,y)=xy to‘gri
to‘rtburchak yuzining maksimumini topish masalasiga kelamiz. Uni gisga qilib

S(x,y) =xy »>max, 2(x+y) =2p (7.31)
ko‘rinishda yozish mumkin. Albatta bu yerda yechim x > 0,y > 0 bo‘lishi
kerak.

Bu holda 2(x + y) = 2p bog lanish tenglamasida o°zgaruvchilardan
birini ikkinchisi orgali ifofalab va natijani S(x,y) funksiyaning ifodasiga
go‘yib, masalaning yechimini osongina topish mumkin. Natijada bir
o‘zgaruvchili funksiyaning maksimumini topish masalasiga kelamiz. Masalan,
bog‘lanish tenglamasidan y =p —x ifodani topamiz. U holda bu
chegaralanishda to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi fagat x o‘zgaruvchining
funksiyasiga aylanib goladi: S(x) = x(p — x). Yuqorida aytib o‘tilgan x > 0,
y > 0 tabiiy chegaralanishdan x o‘zgaruvchining 0 < x < p o‘zgarish
sohasini topamiz. S(x) funksiya (0,p) oraligda x =p/2 Dbo‘lganda
maksimumga erishadi. Bu esa berilgan masalaning x = y = p/2 yechimini
beradi. «

S(x,y) = xy funksiyaning ekstremumi yo‘qligini ta’kidlab o‘tish kerak.
Qaralgan masalada esa yechim mavjud. Buning sababi (7.31) masalada
chegaralanishni  ganoatlantirmaydigan nuqgtalarda S(x,y) funksiyaning
giymatlari bizni umuman gizigtirmaydi, to‘g‘rirog‘i ularni biz garamaymiz.

z = f(x,y) funksiya biror D sohada aniglangan va L bu sohada
yotuvchi egri chiziq bo‘lsin. f(x,y) funksiyaning L egri chizig nuqtalariga
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mos keluvchi giymatlari orasidan ekstremumlarni topish talab qilinadi.
Bunday ekstremumlar z = f(x,y) funksiyaning L egri chizigdagi shartli
ekstremumi deb ataladi.

7.22-Ta’rif. Agar L egri chizigda yotuvchi M, (x,, y,) nugtaning biror
atrofidagi bu egri chizigning ixtiyoriy M (x, y) nugtalari uchun

f(x,y) < f(x0,¥0)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, M, nuqgta f(x,y) funksiyaning shartli maksimum
nuqtasi deyiladi.

7.23-Ta’rif. Agar L egri chizigda yotuvchi M,(x,, y,) nugtaning biror
atrofidagi bu egri chizigning ixtiyoriy M (x, y) nugtalari uchun

fx,y) > f(x0,¥0)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, M, nuqgta f(x,y) funksiyaning shartli minimum
nuqtasi deyiladi.

Agar L egri chiziq ¢(x,y) = 0 tenglama bilan berilgan bo‘lsa, z =
f (x,y) funksiyaning L egri chizigdagi shartli ekstremumini topish masalasini
quyidagicha ifodalash mumkin: ¢@(x,y) =0 shartda z=f(x,y)
funksiyaning D sohadagi ekstremumini toping.

Shunday qilib, z = f(x, y) funksiyaning shartli ekstremumini topishda x
va y o‘zgaruvchilarni erkin o‘zgaruvchilar deb garash kerak emas: ular o‘zaro
@ (x,y) = 0 bog lanish tenglamasi bilan bog‘langan.

z=f(x,y) (7.32)

p(x,y) =0 (7.33)
shartni ganoatlantiruvchi shartli ekstremumni topish uchun (7.33) tenglamada
o‘zgaruvchilardan birini, masalan y o‘zgaruvchini x orqali ifodalab olamiz:

y = ().
So‘ngra z = f(x,y) funksiyada y o‘rniga ¥(x) funksiyani qo‘yib, x
o‘zgaruvchining

funksiyaning

z=f(x,9(x) =F() (7.34)
funksiyasini hosil gilamiz. Bu funksiyada (7.33) shart inobatga olingan. Hosil
gilingan F(x) funksiyaning ekstremumi (shartsiz ekstremumi) gidirilayotgan
shartli ekstremum bo‘ladi.

7.22-Misol. z = x* + y? funksiyaning x + y — 1 = 0 to‘g‘ri chizigdagi
shartli ekstremumini toping.
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» To‘gri chiziq tenglamasidan y = 1 — x ifodani topamiz va uni z

funksiyaga gqo‘yamiz va bitta x o‘zgaruvchining

z=x*4+(1—-x)>=2x>-2x+1
funksiyasini hosil gilamiz. Uni ekstremumga tekshiramiz:

z' =4x — 2,

uni nolga tenglashtirib x = 1/2 kritik nugtani
topamiz. z'' = 4 > 0 bo‘lganligi uchun P(1/2,1/2)
nuqgta berilgan z funksiyaning shartli minimumi
bo‘ladi (7.10-rasm). «

Birog go‘yilgan masalani (7.33) tenglamada
o‘zgaruvchilardan  Dbirini ikkinchisi  orgali
ifodalamasdan ham yechish mumkin. Biz quyida
Lagranj ko ‘paytuvchilari usuli deb nomlangan
usulni keltiramiz.

x o‘zgaruvching z funksiya maksimumga yoki
minimumga erishadigan qiymatlarida z dan x
bo‘yicha hosila nolga teng bo‘ladi. (7.32) tenglikdan
murakkab funksiyaning hosilasi formulasiga ko‘ra 7.10-rasm

dz _df of dy

dx Ox * dy dx
bo‘ladi. Demak ekstremum nugtalarida

of Odf dy
P = 7.35
0x * dy dx 0 (7.35)
tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. (7.33) tenglamadan esa
dop Od¢p dy
= 7.36
0x * dy dx (7.30)

tenglikni hosil gilamiz.
(7.36) tenglikning hadlarini hozircha noma’lum A koeffisiyentga
ko‘paytirib, (7.35) tenglikning mos hadlariga qo‘shsak
of Odf d 0 dp d
fJr f y+/1<90+ ¢ y>=0

dx Jdy dx dx Jdy dx
yoki
of of <p) ay
— — 7.37
(ax Aax> (ay Aay dx =0 (7.317)
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tenglikka ega bo‘lamiz. ¢, # 0 deb faraz qilib, 1 ko‘paytuvchini

d d
o 1329 _
dy 0y
bo‘ladigan gilib tanlaymiz. U holda (7.37) tenglikdan xuddi shu x va y larda
T 1222 _ ¢
d0x ox

bo‘lishi kelib chigadi. Shunday qilib ekstremum nuqgtalari uchta x,y, A
noma’lumli

(0f o
—+A—=0
0x * 0x
0 0
<_f+/1_qo=O (7.38)
dy dy
\p(x,y) =0

uchta tenglamalar sistemasini ganoatlantirar ekan.
(7.38) sistema Lagranj funksiyasi deb ataluvchi
Lx,y,2) = f(x,y) + 2p(x,y) (7.39)
funksiya ekstremumining zaruriy shartlarini ifodalaydi.
Shunday qilib, ¢ (x,y) = 0 bo‘lganda z = f(x,y) funksiyaning shartli
ekstremumi
L(x,y,1) = f(x,y) + Ap(x,y)
Lagranj funksiyasining kritik nuqtasi bo‘lar ekan. Bu yerdan shartli
ekstremumni topish goidasini hosil gilamiz:
z = f(x,y) funksiyaning ¢(x,y) = 0 shartni ganoatlantiruvchi shatli
ekstremum nuqtasi bo‘lishi mumkin bo‘lgan nugtalarni topish uchun:
1) L(x,y,A) =f(x,y) + Ao(x,y) Lagranj funksiyasini tuzamiz;
2)  bu funksiyaning x, y va A1 bo‘yicha xususiy hosilalrini nolga
tenglashtirib

(0L _ of do
<6yan+/16g;_
oL

\az(p(x»y)zo

sistemani hosil gilamiz va bu sistemani yechib A parametrning va ekstremum
bo‘lishi mumkin bo‘lgan nuqgtaning x va y koordinatalarini topamiz.
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Shartli eksremumning mavjudligi va uning turini aniglash Lagranj
funksiyasi ikkinchi tartibli hosilasining ishoralarini o‘rganish orqali
aniglanadi. Lagranj funksiyasining M, (x,, y,) Kritik nugtasida

0 0x(My) <P3'1(M0)
A= |ox(My) Lix(Mg) Ly (Mo) (7.40)
0y (M) Ly (M) Ly, (Mo)
determinantning giymati A> 0 bo‘lsa, f(x,y) funksiya bu nuqgtada shartli
maksimumga va A< 0 bo‘lsa shartli minimumga ega bo‘ladi.

7.23-Misol. z =x? —y? funksiyaning x—2y+3 =0 shartni
ganoatlantiruvchi shartli ekstremumini toping.

» Biz yuqgorida berilgan funksiyaning shartsiz ekstremumga ega
emasligini ko‘rgan edik (7.9-rasm). Shunga garamasdan bu funksiya x — 2y +
3 = 0 bog‘lanish tenglamali shartli ekstremumga ega.

Lagranj funksiyasini tuzamiz:

L(x,y,4) = x? —y2 4+ A(x — 2y + 3).
Bu funksiya xususiy hosilalari nolga aylanadigan nugtalarni topamiz:

(0L
—=2x+1=0
dx

<6L_ 2 24=20
oy Y B
dL

Bu sistemani yechib, x = 1,y = 2 va A = —2 giymatlarni hosil gilamiz.
Shuning uchun M,(1,2) nuqta L(x,y,—2) Lagranj funksiyasining Kkritik
nuqtasi bo‘ladi. Lagranj funksiyasining ikkinchi va bog‘lanish funksiyasining
birinchi tartibli LY, = 2, Ly, = =2, Ly, =0, ¢5 = 1, ¢y, = —2 hosilalarini
(7.40) determinantga qo‘yib uning ishorasini aniglaymiz:

01-2
A= 12 0|=-6<0.
-2 0 -2

Demak, z = x? — y? funksiya x va y o‘zgaruvchilar x — 2y +3 =0
tenglama bilan bog‘langan bo‘lsa, M, (1,2) nuqtada shartli minimumga erishar
ekan va uning bu nuqtadagi qiymati z,,;,,(1,2) = 12 — 22 = —3 bo‘ladi. «
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7.12. Uzluksiz funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari

Biror D yopiq sohada uzluksiz bo‘lgan z = f(x, y) funksiyaning eng
katta (kichik) giymatini topish talab qilingan bo‘lsin. Uzluksiz ikki
o‘zgaruvchili funksiyalarning 4-xossasiga ko‘ra bu sohada funksiya eng katta
(kichik) giymatni gabul giladigan M, (x,, yo) nugta mavjud. Agar M, nugta D
sohaning ichki qgismida yotsa, f funksiya bu nugtada maksimumga
(minimumga) erishadi. Demak bu holda bizni gizigtiradigan nugta f(x,y)
funksiyaning kritik nuqgtalari orasida bo‘lar ekan. Biroq f(x,y) funksiya
o‘zining eng katta (kichik) giymatiga sohaning chegarasida ham erishishi
mumkin. Shuning uchun z = f(x,y) funksiyaning chegaralangan yopiq D
sohadagi eng katta (kichik) giymatini topish uchun sohaning ichki gismida
erishiladigan barcha maksimum qiymatlar, hamda sohaning chegarasida
erishiladigan eng katta (kichik) giymatlar topiladi. Ana shu topilgan
giymatlarning eng kattasi (kichigi) z = f(x,y) funksiyaning D sohadagi eng
katta (kichik) giymati bo‘ladi. Differensiallanuvchi funksiya uchun buni
ko‘rsatamiz.

7.24-Misol. z = x?y(2 —x —7v) funksiyaning S:x =0,y =0,y +
x = 6 uchburchakdagi eng katta va eng kichik giymatini toping.

»Eng Kkatta va eng kichik giymatni qabul giladigan nuqtalar
uchburchakning ichki gismida ham, chegarada ham bo‘lishi mumkin.
Shohaning ichki gismidagi bunday nugtalarni topish uchun funksiyaning
xususiy hosilalarini topamiz:

zy = xy(4 = 3x — 2y), z;, = x*(2 — x — 2y)

va
x =0,y = 0 hamda {3;:22;/:—24
P, (1,1/2) kritik nugtani topamiz.
x = 0 vay = 0 chegaralarda funksiya z = 0 giymatni gabul giladi.
Endi x +y =6 to‘g‘ri chizig kesmasidagi shartli kritik nuqgtalarni
topamiz. Tog‘ri chizig tenglamasidan y = 6 — x ifodaga ega bo‘lamiz va uni
funksiyda y o‘zgaruvchi o‘rniga qo‘yamiz:
z=x2(6-x)(2—x—(6—x)) = —4x%(6 — x).
Uning z'(x) = 12x(x — 4) hosilasini nolga tenglashtirib P,(0,6), P;(4,2)
kritik nuqgtalarga, hamda kesma chegarasidagi P,(6,0) nugtaga ega bo‘lamiz.

z funksiyaning bu to‘rtta nugtadagi giymatlarini hisoblaymiz:
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1 1
Z, = 2(1,5) = Z,Zz = 2(0,6) = 0,
z3 = z(4,2) = —128,z, = z(6.0) = 0.
Ular orasida eng kattasi 1/4 va eng kichigi —128. Shuning uchun

berilgan funksiyaning S uchburchakdagi eng katta va eng kichik giymatlari
1

Zekat = Z: Zekich = —128

bo‘ladi. <
Nazorat savollari

1. Qanday nugqtalarga to‘plamning ichki nugtasi deb ataymiz?
2. Qanday to‘plamlar ochiq, ganday to‘plamlar yopiq to‘plam deb ataladi?
3. Qanday to‘plamlar bog‘lamli to‘plam deb ataladi?
4. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaga ta’rif bering.
5. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limitiga ta’rif bering.
6. Qanday shart bajarilganda z = f(x, y) funksiya D sohada chegaralangan
deyiladi?
7. Yig‘indi, ayirma va ko‘paytmaning limiti nimaga teng?
8.Qachon bo‘linmaning limiti mavjud bo‘ladi?
9. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning nuqtada uzluksizligiga ta’rif bering.
10. Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalarini sanab o‘ting.
11. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy va to‘la orttirmalrining farqi
nimada?
12. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilasiga ta’rif bering.
13. Ikki o°‘zgaruvchili funksiya xususiy hosilasining geometrik ma’nosi
nimadan iborat?
14. Ikki o‘zgaruvchili funksiyani gachon differensiallanuvchi deb ataymiz?
15. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning to‘la orttirmasi bilan to‘la differensiali
nima bilan farq giladi?
16. Murakkab funksiyaning xususiy hosilalri ganday topiladi?
17. Sirtga o°tkazilgan urinma tekislik va normal tenglamasini yozing.
18. Ikkinchi tartibli xususiy hosilalar ganday topiladi?
19. Ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun Teylor formulasini yozing.
20. Ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun Teylor formulasi bilan Makloren
formulasining fargi nimada?
21. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning lokal maksimum va lokal minimumiga
ta’rif bering.
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22. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumining zaruriy sharti nimadan iborat?
23. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremumining yetarli sharti nimadan iborat?
24. 1kKi o‘zgaruvchili funksiyaning shartli ekstremumiga ta’rif bering.
25. Lagranj funksiyasi nima?
26. Uzluksiz funksiyaning yopiq sohadagi eng katta va eng kichik giymatlari
ganday topiladi?
Mashqlar.

Quyidagi funksiyalarning aniqglanish va giymatlar sohasini toping.
lLz=1+x2+y2.2. z=eV"*¥ 3 z=3/1—x2 —y2
4.z =In(x — y).

Limitlarni hisoblang.

5. 11m Y 6. 11m lg(x +y). 7. llm sinxy . 8. lim in
xXx=2 Yy X X500 2 xy+y2
y—0 y—>7 y—>0 y—om

Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalarini va to‘la differensialini
toping.
9.z =In(x? + y?) — xy.10. z = e + tgx?y.
11.z=xﬁ—2 x? + y2.
Funksiyaning berilgan nuqtadagi xususiy hosilalarini hisoblang.
12. z = \/x?> + y2, M(3;4).13. z = Inxy,M(1; 2).
14.z = e*Y,M(3;1).
15. z = x3 + y? sirtga P(1;2;5) nugtada o‘tkazilgan urinma va normal
tenglamasini tuzing.
16. 1,08%°¢ ifodaning giymatini taqribiy hisoblang.
Funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.
17.z =sin(x — y?).18.z = x?y — 5x + 4y — 1. 19. z = e**Y,
20. z = ™ funksiyaning z,z, xususiy hosilasini toping.
21. z = x/y funksiyaning uchinchi tartibli d3z differensialini toping.
22. z = xY funksiyani My(1; 1) nuqgtaning atrofida n = 2 hol uchun Teylor
formulasi bo‘yicha yoying va 1,112 ifodaning qiymatini tagribiy hisoblang.
Funksiyani ekstremumga tekshiring.
23.z=x3+y3-3xy. 24.z=x2—xy+y2+9x — 6y + 1.
25.z = 2xy — 3x% — 2y? 4+ 10.26.z = 4(x — y) — x? — y2.
27.z = e 7V (2x% + y?).
Funksiyani berilgan shart boyicha shartli ekstremumga tekshiring.
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28.Z=x2+(y—2)2,x2—y2—4=0.29.2=§+3—11,x+y—2 = 0.
30. z = 2x3 — 6xy + 3y? funksiyaning Oy o‘q, y = 2 to‘g‘ri chuiziqvay =

2
x? parabolaning x > 0 bo‘lgandagi gismi bilan chegaralangan sohadagi eng
katta va eng kichik gymatlarini toping.
3l. z=x?y(2—x—1y) funksiyaning x =0, y=0, y+x =6 to‘g‘ri
chiziglar bilan chegalangan uchburchakdagi eng katta va eng Kkichik
gymatlarini toping.

Javoblar

1. Oxy tekislikning barcha nuqgtalari. 2. | chorak. 3. Oxy tekislikning barcha
nugtalari. 4. x > y yarim tekislik. 5. 2. 6. 1. 7. 0. 8. 0.
9.2y =2x/(x* +y*) —y, z;, = 2y/(x* + y*) — x,

2x
dz = (x2+y2_y)dx * (x2+y2_x)dy'
10. z, = ye® + 2xy/cos®* x%y, z;, = xe® + x*/cos® x?y,
dz = (ye®¥+2xy/ cos? x?y)dx + (e*” + x2/ cos? x%y)dy.

1174 = 5~ 20+ 2, 7= 2/2,[5 - 2y NF 42

d <\/’ ox )d +<x <y )d

T\ )T ey )
12. 2,(M) = 3/5,2,,(M) = 4/5.13. Z,(M) = 1,2,(M) = 1/2.
14. zy(M) = e?,z;(M) = —e®*. 15. z—-5=3(x—-1)+4(y —4). 16
1,32. 17. zy, = —sin(x — y?),zyy, = 2y sin(x — y?),z}), = —2 cos(x —
y?) —4y?sin(x —y?). 18.  zyy =2y,zy, = 2x,2z5, = 0. 19. z} =
eV, z), = e**Y, 7}, = e¥*Y. 20. Z)','z'x = (2 + xy)xe™.
21. d3z = %dxdyz —%dy3 L2 Y 21+ (x—-D+(x-Dy-1),
11292 & 1,102. 23. 2, = 2(1;1) = —1. 24. 2,0, = z(—4; 1) = —20. 25.
Zmax = Z(0;0) = 10. 26. z;q = 2(2; =2) = 8. 27. Zppip =
=2(0;0) =0, g = 2z(+1;0) = 2e. 28.z,, = Z(i\/g; 1) =+6. 29.
Zmin = 2(1;1) = 2., 30. Zopgr = 2(0;2) =12, zZopien, = 2z(1;1) = —1.
31. Zogar = 2(0;1/2) = 1/4, Zopicn = z(4;2) — 128.

41



VIII BOB. IKKI VA UCH O‘LCHOVLI INTEGRALLAR
8.1. Ikki o‘lchovli integral tushunchasiga keltiriladigan masala

Egri chizigli trapetsiyaning yuzini hisoblash masalasi aniq integral
tushunchasiga olib kelgan edi. Ikki o‘Ichovli integral tushunchasiga silindrik
jismning hajmini hisoblash masalasini yechish orgali kelamiz.

Oxyz to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida quyidan Oxy
tekislikning D yopiq sohasi bilan, yon tomonlardan Ozo‘qiga parallel silindrik
sirt bilan va yuqoridan z = f(x,y) tenglama bilan aniglanuvchi sirt bilan
chegaralangan Q jismni garaymiz (8.1-rasm). Bu yerda (x; y) € D nuqtalarda
f (x,y) funksiya nomanfiy giymatlarni gabul giladi deb faraz gilamiz. Bunday
tasvirlangan V jismni silindrik jism, x va y o‘zgaruvchilarning D ozgarish
sohasi esa silindrik jismning asosi deb ataladi.

Z A

Qaralayotgan Q jismning V hajmini topish uchun uning D asosini
ixtiyoriy chiziglar bilan o‘zaro kesishmaydigan n ta D; gismiy sohalarga
ajratamiz. U holda Q jismni asoslari D; sohalardan iborat bo‘lgannta Q;,i =
1, n silindrik ustunning yig‘indisi deb garash mumkin. Har bir gismiy sohada
birorta P;(¢;,7n;) € D; nugtani tanlaymiz (8.2-rasm). Agar har bir silindrik
ustunni balandligi f(&;,n;) bo‘lgan to‘g‘ri silindr bilan almashtirsak,
Q; ustunning AV; hajmi taqriban f(&;,n;)AS; ko‘paytmaga teng bo‘ladi, bu
yerda AS; gismiy D; sohaning yuzi. U holda Q jismning yuzi tagriban

n n

V= _ZlAVi = ,Zlf(‘fiyni)ASi (8.1)
1= 1=
yig‘indiga teng bo‘ladi.
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Bu munosabatning anigligini oshirish uchun D; gismiy sohalarning
sonini oshirish hisobiga ularning o‘lchamlarini kamaytirish kerakligi ravshan.
Hajmning V aniq giymati sifatida (8.1) yig‘indining D;,i = 1,n to‘plamlar
eng katta d diametrining nolga |nt|Igandag| limitini olish kerak:

V=Ilm Z AV; = lim Z f(€uni)AS; (8.2)
—Ui=1
8.2. Ikki o |ChOV|I integral

Asosiy tushuncha va ta’riflar. Agar chizigning boshlang‘ich va oxirgi
nuqgtasi ustma-ust tushsa, biz uni yopiq chiziq deb ataymiz. Yopiq chiziq bilan
chegaralanagan to‘plamga chegaralovchi chiziq ham tegishli bo‘lsa, bunday
to‘plamlar yopiq to‘plam deb ataladi.

Oxy tekislikning D sohasida uzluksiz z = f(x,y)
funksiya aniglangan bo‘lsin. D sohani biror usul bilan
n ta D;,i=1,n gismiy sohalarga ajratamiz va
ularning yuzlarini mos ravishda AS;, diametrlarini esa
d; va bu diametrlarning eng Kkattasini d orqgali
belgilaymiz (8.3-rasm).

A

><V

0" 8.3-rasm
Har bir D; sohada yxtiyoriy ravishda M;(&;; n;) nuqtani tanlaymiz va

f(gli 771)AS1 + f(gl! 7]1)AS1 + o+ f(fnr Tln)AS = Z f(fu UL)AS (8 3)

yigindini tuzamiz. Bu yig‘indi f (x, y) funksiyaning D soha bo‘yicha integral
yig ‘indisi deb ataladi.

8.1-Ta’rif. Agar (8.3) integral yig‘indi d = 0 nuqtada chekli I limitga
ega bo‘lib, u D sohani bo‘lish usuliga va undagi nuqgtalarning tanlanishiga
bog‘liq bo‘lmasa, bu limitni biz f(x, y) funksiyaning D soha bo‘yicha olingan
ikki o‘lchovli integrali deb ataymiz va uni

I = fgf(x,y)dS = fgf(x,y)dxdy

orgali belgilaymiz.
Shunday qilib, ikki o‘Ichovli integral

ff f(x, y)dxdy = lim Z f (&, m)AS; (8.4)

d—>Ol_
tenglik bilan aniqlanar ekan. Bunday holda f(x,y) funksiya D sohada

integrallanuvchi va D —integrallash sohasi deb ataladi.

(8.2) va (8.4) tengliklarni taggoslab, 8.1. da garalgan hajm
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V= fgf(x, y)dxdy (8.5)

formula bilan hisoblanadi deb xulosa chigarish mumkin.
f (x,y) funksiya D sohada chegaralangan bo‘lsin. U holda f(x,y) har
bir D;(i=12,..,n) sohada ham chegaralangan bo‘ladi. m; =
inf  f(x,y), M; = sup f(x,y) deb belgilash kiritamiz va f(x,y)

(x,y)EAD; (x,y)EAD;
funksiyaning D sohadagi yuqori va quyi Darbu yigindilari deb ataluvchi
n n
S =Y MAS;, S = ¥ m;AS;
i=1 i=1
yig‘indilarni tuzamiz. Bu vyig‘indilar ham bir o°‘zgaruvchili funksiyaning
Darbu yig‘indilari ega bo‘lgan barcha xossalarga ega.

Har ganday f(x;y) funksiya uchun ham ikki o‘lchovli integral
mavjudmi degan savolning tug‘ilishi tabiiy. Ikki o‘lchovli integral
mavjudligining yetarli shartini topish uchun, bir o‘zgaruvchili funksiyalardagi
singari yugorida Kiritilgan Darbu yig‘indilaridan foydalanish juda qulay va
ular ikki o‘lchovli integrallar uchun to‘lig o‘tadi. Quyidagi teorema ham aniq
integraldagi mos teorema singari isbotlanadi.

8.1-Teorema.Yopiq chegaralanagan D sohada uzluksiz f(x,y)
funksiya, bu sohada integrallanuvchi hamdir.

Biz quyida integrallash sohasida fagat uzluksiz bo‘lgan funksiyalarnigina
garaymiz.

8.3. Ikki olchovli integralning xossalari

Ikki o‘Ichovli integralning xossalari aniq integralning mos xossalari bilan
bir xil va isbotalri ham shu tartibda takrorlanadi. Shuning uchun ayrim
xossalarning isbotidagina to“xtalamiz.

1) Agar D soha S yuzaga ega bo‘lsa, u holda

[ dxdy = S.

D
» Bu holda integral osti funksiya D sohada o‘zgarmas: f(x,y) = 1.

Shuning uchun D sohani yuzalari AS; bo‘lganD;,i = 1,n sohalarga ixtiyoriy
bo‘lishlarda va (&;,n;) € D; nugtalarni ixtiyoriy tanlashda ikki o‘Ichovli in
tegralning ta’rifiga ko‘ra

n

[f dxdy = Jlim ¥ 1-AS; = 5.«
n—oco .~
D d_)ol—l
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2) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D sohada integrallanuvchi
bo‘lsa, ularning af(x,y)+ Bg(x,y) kombinatsiyasi ham D sohada
integrallanuvchi va

g (af (x,y) + Bg(x,y))dxdy =

= afg f(x, y)dxdy + ﬂg g(x, y)dxdy, (8.6)

tenglik o‘rinli bo‘ladi bu yerda a, § € R.
D

90

8.4-rasm
3) Agar D sohani D; U D, = D bo‘ladigan qilib fagat bo‘linish chizig‘idagina
kesishadigan ikkita D, va D, sohalarga ajratilsa (8.4-rasm),
fg f(x,y)dxdy = Lf)f f(x,y)dxdy + gf f(x,y)dxdy (8.7)
1 2

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
4)  Agar f(x,y) funksiya D sohada nomanfiy va integrallanuvchi
bo‘lsa,

fg f(x,y)dxdy >0 (8.8)
bo‘ladi.
5) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D sohada integrallanuvchi va
barcha (x,y) € D nugtalarda f (x,y) = g(x,y) bo‘lsa

g f(x,y)dxdy = g g(x, y)dxdy (8.9)

bo‘ladi.
6) Agar f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo‘lsa, |f (x, y)|
funksiya ham D sohada integrallanuvchi bo‘ladi va

g f(x,y)dxdy| = g |f Gx, y) |dxdy (8.10)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
7)  Agar yuzasi S ga teng bo‘lgan D sohada f (x, y) funksiya uzluksiz
va uning bu sohadagi eng katta va eng kichik giymatlari mos ravishda M va m
bo‘lsa,
mS < [[ f(x,y)dxdy < MS (8.11)
D
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tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
8) (O‘rta gqiymat haqgidagi teorema) Agar yuzasi S ga teng bo‘lgan D
sohada f (x, y) funksiya uzluksiz bo‘lsa, bu sohada
fgf(x, y)dxdy = f(xo,¥0) * S

tenglikni ganoatlantiruvchi Py (x,, yo) nugta mavjud.

1
f(x0,¥0) = ng(x, y)dxdy (8.12)

miqgdor f (x,y) funksiyaning D sohadagi o ‘rta qiymati deb ataladi.
8.4. IkKi o‘lchovli integralni hisoblash

IKki oflchovli integralni to‘g‘ri t o‘rtburchak soha be‘yicha
hisoblash. Dastlab D integrallash sohasi tomonlari koordinata o‘qlariga
parallel bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat sodda holni garab chigamiz.

8.2-Teorema. f(x,y)funksiya x =a, x=b, y=c, y=d to‘gi
chiziglar bilan chegaralangan D to‘g‘ri to‘rtburchakda aniglangan va

1) I = [[ f(x,y)dxdy ikki o‘lchovli integral mavjud;

D

d
2) Ixtiyoriy fiksirlangan x € [a, b] giymatda ¢(x) = [ f(x,y)dy aniq
C

integral mavjud bo‘lsin. U holda

b b[d
{QD(X)dX = J [{ f(x,y)dy] dx

a
integral ham mavjud va uning giymati I ga teng bo‘ladi.

» [a,b] kesmani x; , x5 ,..., Xp_1 %%
nugtalar yordamida n qismga, |[c, d] df-—--
kesmani esa y; , ¥ ,..., ¥m—1 huqgtalar
yordamida m gismga ajratamiz va x, = a, yk)_]’i AD;;,
Xn=Db,yy=c, ¥ =d deb olamiz (8.5- oo
rasm). Bundan tashqari Ax; = x; — x;_q , : x

Ay, =y — Vk—1 deb olamiz. x = x; (i = T X, X A
1,2,..,n—1) vay=y, (k=1.2,..,m—
1) to‘g‘ri chiziglarni o‘tkazib D sohani
mn ta Kichik to‘g‘ri to‘rtburchaklarga ajratamiz. AD;;, —ulardan biri bo‘lsin.

Mige = k) F(xy),

8.5-rasm
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My = sup f(x,y)
(x,y)EAD
deb belgilash kiritamiz. U holda ixtiyoriy (x,y) € AD;; nugtalarda m;, <

f(x,y) < My, tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Xususiy holda ixtiyoriy x = &; €
[x5—1, X, ]Va ixtiyoriy y € [y,_1, Vi ] uchun

My < f(§1,Y) < My
bo‘ladi. Bu tengsizlikni y bo‘yicha [vi—1,V:] kesmada integrallab

Mg~ Ayy < f fLy)dy < My, - Ayy (8.13)

Yk-1
tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu tengsizlikdagi integral teoremaning 2) shartiga

ko‘ra mavjud. (8.13) tengsizlikni k bo‘yicha 1 dan m gacha hadma-had
go‘shib chigsak

Z My " Ay < ff(fz»Y)dy = 2 Miy - Ay
tengsizlik hosil bo Iad| va unga teorema shartldagl belgllashnl qo‘llab

Z Mg Ay < @(&;) < Z My, - Ayy

tengsizlikni yozamlz Bu tengsizlikni Ax; kesma uzunligiga ko‘paytiramiz va

so‘ngra i bo‘yicha 1 dan n gacha hadma-had go‘shamiz:
n

m n n m
5 (5 muc ) < 390 < 3 ( X My Ay ) - Ay
k=1 i=1 i=1 ‘\k=1

Ax; - Ay, Ko‘paytma D;, sohaning yuziga teng bo‘lganligi uchun, bu
tengsizlikning chetki hadlari f(x, y) funksiyaning D sohadagi quyi va yuqori
Darbu yig‘indisini beradi, ya’ni bu tengsizlikni
n —
S= _21<p(€i) Ax; < S
1=
ko‘rinishda yozish mumekin.
Ax; va Ay, bir vagtda nolga intilsin. U holda teoremaning 1) shartidan
— n
S = 1va$S —Iekanligi va demak Y ¢(¢;) - Ax; — I ekanligi kelib chigadi.
i=1
b
Biroq so‘ngi yig‘indining limiti | ¢ (x)dx integralni aniglaydi. Shunday gilib
a
b
[ @(x)dx = I ekanligini, ya’ni
a
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brd
I |7 sy

a

tenglikni isbotladik.

Chap tomondagi integralda dastlab y bo‘yicha integrallanadi, so‘ngra esa

x bo‘yicha integrallanadi. Shu sababli ular takroriy integral deb ataladi. Bu
tenglikni

dx = fo f(x,y)dxdy

brd
I fey)dxdy = [ |1 £ y)dy] ix

ko‘rinishda yozsak, ikki o‘lchovli integralni hisoblash takroriy integralni
hisoblashga keltirilganligini ko‘ramiz. So‘ngi munosabat ko‘pincha

b d
fg f(x,y)dxdy = { dx{ fx,y)dy (8.14)

ko‘rinishda yoziladi.
Izoh. Agar 1) va 2) shartlarga qo‘shimcha ravishda quyidagi shart
bajarilsa:

d
3) Ixtiyoriy fiksirlangan y € [c,d] gqiymatda ¥ (y) = | f(x,y)dx aniq
Cc
integral mavjud bo‘Isin, u holda
d drb
Jdy = [ [f f(x,y)dXI dy

takroriy integral ham mavjud bo‘ladi va uning ham giymati I ga teng bo‘ladi.
Demak (8.14) formulaga teng kuchli

d b
fg fGo,y)dxdy = [ dy] f(x,y)dx (8.15)
c a

formula o‘rinli bo‘lar ekan.

8.1-Misol. z = (x2 + y?)/2 sirtvax = 0, x2 + y2
x=2,y=0, y=1, z=0 tekisliklar bilan Z4 N
chegaralangan jismning hajmini toping (8.6- :
rasm).

> (8.5) va (8.14) formulalarga ko‘ra — :

xZ + 2 \
V=] (Z—y)dxdy =
D

2 1(x2 4 y2) 0 2 X
= fdxf Tdy = 8.6-rasm
0o 0
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1 2

172 y3 14 1 1/x3 «x 1/8 2
Izlanayotgan jismning hajmini hosil qildik. <

Ikki o‘lchovli integralni ixtiyoriy soha be‘yicha hisoblash. Endi
integrallash sohasining chegarasi to‘liq yoki gisman egri chiziqg bo‘lgan
murakkab holni garaymiz.

8.2-Ta’rif. D integrallash sohasini

D ={(x,y) €ER*x € [a,b],y;(x) <y < y,(x)} (8.16)
ko‘rinishda ifodalsh mumkin bo‘lsa, uni Oy o°‘q yo ‘nalishi bo ‘yicha to ‘g ri
soha deb ataymiz, bu yerda y;(x) va y,(x) funksiyalar [a,b] kesmada
uzluksiz va y; (x) < y,(x) tengsizlikni ganoatlantiradi (8.7-rasm).

Bunday sohalarning ichki nuqtasi (ya’ni chegara nuqtasi bo‘lmagan)
orgali Oy o‘qga parallel gilib o‘tkazilgan har ganday to‘g‘richizig sohaning
chegarasini fagat ikki nugtada kesib o‘tadi. 8.7-rasmda M; va M, nuqgtalar. Ox
o0 ‘q Yo ‘nalishi bo ‘yicha to ‘g ‘ri soha ham xuddi shu singari aniglanadi.

Bir vagtning o‘zida ham Ox vaham Oy o‘glar yo‘nalishi bo‘yichato‘g‘ri
sohani oddiy qilib to‘e‘ri soha deb ataymiz. 8.7-rasmda to‘g‘ri soha
tasvirlangan.

Y1 y = yl(x) LVZ\
M, M,
D
: Ny : |
T b : X
op a 8.7-rasm x o a 8.8-rasm b”*

8.3-Teorema. Agar f(x,y) funksiyaning (8.16) ko‘rinishdagi D soha
bo‘yicha ikki o‘lchovli integrali mavjud va har bir fiksirlangan x € [a, b]

Y2 (%)
giymatda ¢ (x) = [ f(x,y)dy aniq integral mavjud bo‘Isin. U holda
y1(x)
b b [Y2(x)
Jo)dx = | [ J f(x,y)dy] dx
a a |yi(x)

integral ham mavjud va uning giymati I ga teng bo‘ladi:

49



b V2(x)
ff f(x,y)dxdy = [ dx f f (x,y)dy. (8.17)

a y1(x)

» D integrallash sohasini

T ={(x,y) € R®:x € [a,b],y € [c,d]}

to‘g‘ri to‘rtburchak ichiga joylashtiramiz, bu yerda [c, d] kesmaning c chetki
nuqgtasi y; (x) funksiyaning [a, b] kesmadagi eng kichik giymati, d chetki
nuqgta esa y, (x) funksiyaning bu kesmadagi eng katta giymatidan iborat (8.8-
rasm).

T to‘g‘ri to‘rtburchakda

_(f(x,y), x €D;
Flxy) = {0, x € T\D
funksiyani aniglaymiz. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi
bo‘lganligi sababli F(x,y) funksiya ham D sohada integrallanuvchi va
bundan tashqgari

fg F(x,y)dxdy = fg f(x,y)dxdy.

T\D to‘plamda F(x,y) = 0 bo‘lganligi uchun [f F(x,y)dxdy = 0 bo‘ladi.
T\D

U holda ikki o‘lchovli integralning 3) xossasiga ko‘ra F(x,y) funksiya T
to‘g‘ri to‘rtburchakda integrallanuvchi va

[ F(x,y)dxdy = [ F(x,y)dxdy + [ F(x,y)dxdy =
T D T\D

= fg F(x,y)dxdy = {)f f(x,y)dxdy (8.18)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Har bir fiksirlangan x € [a, b] giymatda F(x,y) funksiyaning [c,d]
kesma bo‘yicha aniq integrali mavjud va

y1(x) Y2(x)
fF(x y)dy = f F(x,y)dy + f( )F(x ,y)dy + { )F(x ,y)dy.
yi(x Ya2(x

Haqlqatdan ham, [c, y; (x)]va [v,(x),d] kesmalarda F (x,y) funksiya aynan
nol va demak integrallanuvchi.

Y2(x) Y2(x)
J Fx,ydy= | f(x,y)dy
y1(x) Y1(%)

integral esa teorema shartiga ko‘ra mavjud. Aniq integralning 5) xossasiga
(additivlik) binoan F (x, y) funksiya [c, d] kesmada integrallanuvchi va
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Y2 (%)
fF(x Ndy = [ )f(x ,y)dy (8.19)

y1(x
degan xulosaga kelamiz. Bu xulosadan F(x,y) funksiyaning T to‘g‘ri
to‘rtburchakda 8.2-Teoremaning shartlarini ganoatlantirishi kelib chigadi.
Shuning uchun bu funksiyaning T to‘g‘ri to‘rtburchak bo‘yicha ikki o‘Ichovli

integrali mavjud va u takroriy integralga teng:
b d

foF(x, y)dxdy = fdx{ F(x,y)dy.

a
Bu yerda (8.18) va (8.19) tengliklarni go°‘llab, (8.17) tenglikni hosil qilamiz. <«
Izoh. D integrallash sohasi chap va o‘ngdan x = x;(y) va x = x,(y)
chiziglar bilan, quyi va yuqoridan esay = cvay = d to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan bo‘lsin (8.9-rasm) va f(x,y) funksiyaning D soha bo‘yicha
ikki o‘Ichovli integrali mavjud, hamda har bir fiksirlangan y € [c, d] qiymatda

x2(¥)
Y(y) = [ f(x,y)dx aniq integral mavjud bo‘Isin. U holda
x1(¥)
' d[x2(v)
fl/)(y)dy f f fx,y)dx|d
x1(¥)
integral ham mavjud va uning giymati I ga teng bo‘ladi:
d x2(¥)
ff fx, y)dxdy = f dy f f(x, y)dx. (8.20)
x1(¥)

Bu tasdig ham 8. 3 Teorema singari |sbotlanad|
8.2-Misol.  f(x,y) = x?y3 funksiyaning D = {(x,y) € R*:x €
[0,1],x% < y < 1} soha bo‘yicha ikki olchovli integralini hisoblaymiz.

“y ~ A y

db---r— S 1 ,

e & !

al " :

i N !

Cr--- i y = xzi
0 x 0 1 x

8.9-rasm 8.10-rasm

» Integrallash sohasi Oyo‘q yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri sohava y; (x) =
x?vay,(x) =1 (8.10-rasm). (8.17) formulaga ko‘ra ikki o‘Ichovli integralni
hisoblab,
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1

dx =

2

1 1 1
1
Jf x?y3dxdy = [ dx [ x*y3dy = | szy“
D 0 x?2 0 X

11 1/x3 xM\|" 1,1 1 2
:—f(xz—xlo)dx=—<———> :—(———):—
4 4\3 11 33

giymatga ega bo‘lamiz.

4\3 11|
Mulohaza. 8.2-Misolda integrallash sohasi ikkala koordinatalar
o‘giga nisbatan ham to‘g‘ri, shuning uchun ikki o‘lchovli integralni
hisoblashda (8.20) formuladan ham foydalanish mumkin. Bunda integrallash
sohasini

D={(x,y) eR%:y€[01],0<y<.y}
ko‘rinishda yozib olamiz va (8.20) formuladan foydalanamiz:
1 VY 14 VY 11
If x*y3dxdy = [ dy[ x*y3dx = | -x3y3| dy =] y*?dy =
D o "o 0o 3 0 30
1 2 1wt 2

= —r—y2
3 117

va oldingi natijaga kelamiz. <

Mulohaza. Agar ikki ikki o‘Ichovli integralni hisoblash (8.17) formula
bilan ham, (8.20) formula bilan ham takroriy integralga keltirilishi mumkin
bo‘lsa, misolga garab formulani tanlash kerak bo‘ladi.

8.3-Misol. f(x,y) = 2x + 3y funksiyaning Ox o‘q, x2+y2=1
aylananing bir gismi va x —y =1 chiziglar bilan chegaralangan D soha
(8.11-rasm) bo‘icha ikki o‘lchovli integralni hisoblashga (8.17) va
(8.20) formulalarning ikkalasini ham 1 7t 1

o 33

go‘llash mumkin, chunki D soha ikkala X
koordinata o‘qlariga nisbatan ham to‘gri.
Shuning uchun (8.17) formula go‘llanilsa,
iIkkita takroriy integralni hisoblashga to‘g‘ri x2 +y2 =123y * 77 = 1
keladi: 8.11-rasm
0 1 1 0
[J @x+3y)dxdy = [dx [ @x+3y)dy+ [dx [ (2x+ 3y)dy.
D “1  _J1—x2? 0 x-1

Agar (8.20) formulani go‘llasak bitta takroriy integralni hisoblash bilan
chegaralanish mumkin:
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0 1+y
ff (2x +3y)dxdy = [dy [ (2x + 3y)dx =

1 —J1y2
— + 3 1+y
= [ o+ 3yl Ly
0
=_f1(1+2y+y + 3y + 3y*? —1+y2+3y\/1—y2)dy=
5 5 0 5 5 11
— [ _ 4,3 a2 _ ~2)\3/2 —_ - =
(3y Ty A=y >_1 It3=5=~%

ya’ni (8.20) formulani qo‘llash qulay ekan. <«

Mulohaza. Agar D integrallash sohasi Oxo‘gi yo‘nalishi boyicha ham,
Oyo‘qi yo‘nalishi boyicha ham to‘g‘ri bo‘Imasa (8.8-rasm), ikki o‘Ichovli
integralni takroriy integralga keltirish uchun D integrallash sohasini har biri
hech bo‘lmaganda bitta o‘q yo‘nalishi Dbo‘yicha to‘g‘ri bo‘ladigan qilib
gismlarga ajratish kerak. U holda ikki o‘lchovli integralning 3) xossasiga ko‘ra
ikki o‘Ichovli integral bu gismlar bo‘yicha olingan ikki o‘chovli integrallar
yig‘indisiga teng. 8.12-rasmda D integrallash sohasi Oy o‘q yo‘nalishi
bo‘yicha to‘g‘ri bo‘lgan uchta sohaga ajratilgan.

Ikki o‘lchovli integralni hisoblash takroriy integralni hisoblashga
keltirilganda, o‘zgaruvchilarning tartibini tanlash hisoblash murakkabligiga
katta ta’sir gilishini ta’kidlab o‘tish kerak.

8.4-Misol. Dsoha 8.13 va 8.14-rasmlarda tasvirlangan bo‘lib, u x =

V2ay —y? va x = /4ay — y? tenglamalar bilan berilgan aylanalar bilan

chegaralangan. Dsohada integrallanuvchi f(x, y) funksiyaning ikki o‘lchovli
integralini takroriy integrallar orgali ifodalang.

Ay

4a

2a

0 a 2a 0
8.12-rasm 8.13-rasm 8.14-rasm
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» Ikki o‘lchovli integralni (8.17) formula bilan hisoblash uchun D
sohani x = a to‘g‘ri chiziqg yordamida uchta gismga ajratamiz:

D, ={(x,y) ER? x €[0,a],2a —V4aZ —x? <y < a — —Va? — x2};
D, ={(x,y) e RLx €[0,al,a+ Va2 —x2 <y < 2a + +V4a? — x2};

D; = {(x,y) € R%,x € [a,2a],2a —V4a2 —x2 <y <2a+
+VAaZ = 2}
U holda f(x,y) funksiyaning D soha bo‘yicha ikki o‘lchovli integrali uchta
takroriy integrallar yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlanadi:

a-va?-x?

fgf(x,y)dxdy = Ofdx | feoydy +

2a—V4aZ—x2
a 2a+V4a?-x?2 2a  2a+V4a?—x2
+fdx [ fGydy+[dx [ fxy)dy.
0 a+va?2—x2 a 2a—V4a2—-x2
(8.20) formulani go‘llash uchun D sohani y = 2a to‘g‘ri chiziq bilan
ikkita sohaga ajratish yetarli (8.14-rasm).

D; = {(x, y) € R%,y € [0,2a],+/2ay —y%2 < x < m};
D, = {(x,y) € R?,y € [2a,4a],0 < x < ./4ay — yz}.

Bu holda

2a V4ay-y? 4a V4ay-y?
[Jfo,yyaxdy=[dy [ fO,y)dx+ [dy [ f(x,y)dx. <
D 0 " JZay—y? 2a 0

8.5. Ikki o‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish

Nuqgtaning egri chizigli

\v a), (D) \y b) (D) Y ="Yo koordinatalari. Ouv tekislikning
. /—1\';':\ \ D* sohasida uzluksiz va uzluksiz

Vo /} - M xususiy hosilalarga ega bo‘lgan
( y {x = x(u,v), 8.91
—5 y=ywv) 8.20)
. g x=xo _ funksiyalar juftligi aniglangan
0 U u 0 X bo‘lsin. (8.21) tenglamalar orqali

8.15-rasm

D* sohaning har bir M*(u, v)
nuqtasiga Oxy tekislikning aniq bir M(x,y) nuqtasi mos keladi va demak

D* sohaga Oxy tekislikning biror D sohasi mos kelar ekan (8.15-rasm). Bu
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holda (8.21) funksiyalar D* sohani D sohaga akslantiradi va D soha D*
sohaning (8.21) akslantirishdagi obrazi deyiladi.

Har xil (u,v) nugtalarga har xil (x,y) nugtalar mos keladi deb faraz
gilamiz. Bu esa (8.21) tenglamalar u va v o‘zgaruvchilarga nisbatan:

u =u(x,y),

{v I (8.22)
bir  qiymatli yechilishiga teng kuchli. Bu holda akslantirish D* sohani D
sohaga o zaro bir giymatli akslantiradi deb ataladi. Bunday akslantirishda D*
sohada yotuvchi ixtiyoriy L* uzluksiz egri chizig D sohada yotuvchi L
uzluksiz egri chizigga o‘tadi. Agar u(x,y), v(x,y) funksiyalar ham uzluksiz
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy L € D uzluksiz egri chiziq (8.22) akslantirish
yordamizda uzluksiz L* € D* egri chizigga o‘tadi.

u, v o‘zgaruvchilarning D* sohadan olingan u,, v, juftligi nafagat
M*(ugy,vy) € D* nugtaning o°rnini, balki unga mos M(xy,y,) € D, xy =
x(Ug, Vo), Vo = V(Ug, Vo) nugtaning ham o‘rnini aniglaydi. Bu esa u,v
sonlarni Oxy tekislik D sohasi M nugtasining yangi koordinatalari deb
garashga asos bo‘ladi. Ular M nuqtaning egri chizigli koordinatalari deb
ataladi.

D sohaning bitta koordinatasi o‘garmas, ikkinchisi esa o‘zgaruvchan
bo‘ladigan nuqtalari to‘plamiga koordinata chizigi deb ataladi. (8.21)
tengliklarda u = u, deb olib, koordinata chizig‘ining

x =x(u,v9),y = y(u,vo) (8.23)
parametrik tenglamasini hosil gilamiz. Bu yerda parametr rolini u o‘zgaruvchi
bajaradi.v koordinataga mumkin bo‘lgan turli giymatlarni berib, koordinata
ciziglaring Oxy tekislikdagi (v = const)oilasini hosil gilamiz. Xuddi shu
singari boshga (u = const) koordinata chiziglari oilasini hosil gilish mumkin.

Egri chizigli koordinatalarga misol sifatida qutb koordinatalarini olish

mumkin. Bu holda (8.21) formulalar
X =7CoSsQ,
{y — rsing (8.24)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar koordinatalar boshi D sohada yotmasava—mn/2 < ¢ < m/2 bo‘lsa,
(8.24) formulalar r va ¢ o‘zgaruvchilarga nisbatan quyidagicha bir giymatli

yechiladi:
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y
Q= arctg;.
Shunday qilib, ko‘rsatilgan shartlarda (x, y) va
(r, ) juftliklar orasida o‘zaro bir giymatli moslik
mavjud bo‘ladi. r va ¢ larning koordinata chizigi 8.16-rasm
x? + y? = const aylanalar va koordinatalar boshidan chiquvchi nurlardan
iborat bo‘ladi (8.16-rasm).

Egri chizigli koordinatalarda yuza. Ouv tekislikda uchlari Q; (u, v),
Q,(u+Au,v) , Qz(u+Au, v+ Av), Qz(u,v+ Av) nugtalarda bo‘lgan
to‘g‘ri to‘rburchakni olamiz (8.17-rasm). Uning Oxy tekislikdagi tasviri ikKki
juft koordinata chiziglaridan hosil bo‘lgan egri chizigli to‘rtburchak bo‘ladi
(8.18-rasm). Uning uchlari

P, (x(u,v),y(u,v)),P,(x(u + Au, v), y(u + Au, v)),
P;(x(u + Au,v + Av), y(u + Au, v + Av))
va Py(x(u,v + Av), y(u, v + Av))

/////
,,,,,,,,,

\ 4

nugtalarda bo‘ladi.

Avn yu P3
v+ Av|TT

Q4- Q3 P4

P.
_____ Q1 Q> 2
" - Py
ol u u+Auu O ¢
8.17-rasm 8.18-rasm

§ =/ (Au)? + (Av)? deb qisga belgilash kiritamiz. U holda x(u, v) va

dx O0x dy Oy

y(u, v) funksiyalar D* sohada 5’ 90’ 3u va 35 uzluksiz xususiy hosilalarga

ega deb faraz qilsak, P, , P, , P; va P, nugtalarni o(8) aniglikda
Py (x(w,v),y(u,v)),
p'(( )+ 2% pu, y( )+ayA>
> ( x(u, v Fw u,yu,v 34 ul,
0x dy

p'(( 4+ P+ vy ) + Zau+ A)
3 (X(Wv) + o Au+ - Av,y(u,v) + o= Au + == Av ),

d0x dy
—Av,y(u,v) + =— Av)

Pl
4 (x(u, v) + ov ov
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nugtalar bilan almashtirish mumkin. U holdaP/P, = {g—zAu,g—ZAu}vaPL{Pg =

{g—iAu,g—ZAu}bo‘lganligi uchun, PP, = P, P; bo‘ladi, bundan esa P;P,P;P,
figuraning parallelogramm ekanligi kelib chigadi. Uning yuzi esa P/P, va
P, P vektorlar vektor ko‘paytmasining absolyut giymatiga teng:Sp!p1prpr =

|P1’P2’ X P, P;|. Bundan tashqari P, P; = {%Av,%my}, demak
‘ Jok ax  dy
6xA 6yA 0 . aAu £Au
P[Py x PP = |5, "% 3~ =kax dy
d0x dy —Av —Av
—Av —Av O ov v
av v
dx OJy
_|ou Jdu 7
=lox oy AulAvk.
o ~ lov ov
Tenglikning o‘ng tomonidagi
dx 0dy
_|ou Jdu
dv Jdv

determinant x(u,v) va y(u,v) funksiyalarning Yakobi determinant yoki
yakobiani deb ataladi.
Shunday qilib,

P/P] x PP} = J(u, v)AuAvk
tenglikka ega bo‘ldik, bundan esa parallelogrammning yuzi uchun
Sprpipipr = |/ (w, v)|Audv
tenglikni hosil gilamiz.

Bundan esa P, P,P;P, egri chizigli to‘rtburchakning yuzi ham o(6?)
aniglikda |/ (u, v)|AuAv ifodaga teng ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun
egri chizigli koordinatalarda yuz elementi sifatida |J(u,v)|dudv miqgdor
olinadi.

Xususiy holda, qutb koordinatalarida

x(r,p) =rcosq,y(r,p) =rsing
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bo‘ladi va demak

_|or or| __| cose sing |
J(r, ) = [5x —rsing rcose|

)

har doim r>0, u holda qutb - Fs
koordinatalarida yuza elementi ds = Ar
rdrde tenglikni ganoatlantiradi. P,

Shuning uchun P,P,P;P, figurani
yuqori tartibli cheksiz kichik miqdorlar ,/"‘\‘AQD P,
anigligida ~ tomonlari PP, = Ar va SRy
P,P, = rA¢p bo‘lgan to‘gri to‘rtburchak '
deb garash mumkin (8.19-rasm). 8.19-rasm

Egri chizigli koordinatalarda yuzalarni hisoblash. Ouv tekislikning
D* sohasi Oxy tekislik D sohasining (8.22) akslantirishdagi obrazi bo‘lsin.
D*sohaniu = const va v = const to‘g‘ri chiziglar bilan elementar to‘g‘ri
to‘rtburchaklarga ajratamiz. U holda D soha koordinata chiziglari bilan
elementar to‘rtburchaklarga Dbo‘linadi. ik — to‘rtburchakning yuzi
] (u;, vi) | Au;Avy, + 0(85.) ga teng bo‘ladi. Bu to‘rtburchaklarni yig‘ib, D
sohaning yuzi taqriban

Sp = izl:cll(ui:vk)lAuiAvk

giymatga teng ekanligini hosil gilamiz. D* soha to‘g‘ri to‘rtburchakalri
diametrlarining eng kattasini d orgali belgilab, uni nolga intiltiramiz. U holda
x(u,v) va y(u,v) funksiyalarning uzluksizligi tufayli Oxy tekislikdagi
elementar  to‘rtburchaklarning  diametrlari  ham  nolga intiladi.
J (u, v)yakobianning ham D*sohadagi uzluksizligini inobatga olsak, yuqorida
aytilgan limitga o‘tsak D sohaning yuzi uchun

Sp = y |J(u, v)|dudv (8.26)

aniq tenglikni hosil gilamiz.

Bu formula xususan yakobianning geometrik ma’nosini ochishga imkon
beradi. Buning uchun (8.26) formulaga o‘rta qiymat hagidagi teoremaning
(8.12) formulasini go‘llaymiz:

Sp = V&, mISp, (8.27)

\ 4

bundan esa
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By n)l, 8.28)

bu yerda (&,71) —nugta D* sohaning biror ichki nugtasi.
Faraz gilaylik, D* soha kichik va(u, v) —uning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsin.
U holda (8.28) formulaga ko‘ra

s~ Ul

yoki
Sp = [J(u, v)|Sp-.

Bu so‘ngi tenglikdan quyidagi xulosani chigarish mumkin: Ouv
tekislikni Oxy tekislikka (8.21) akslantirishda |J (u, v)| miqdor Ouv tekislikni
(u, v) nugtadagi cho‘zilish koeffisiyentini berar ekan.

Ikki o‘lchovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish. f(x,y)
funksiya D sohada integrallanuvchi va [f f(x, y)dxdy = I bo‘lsin, hamda D

D

soha (8.22) akslantirish yordamida Ouv tekislikning D* sohasiga
akslantirilsin. Bu akslantirishni o‘zaro bir giymatli deb faraz gilamiz. D*
sohani yuzlari Aagy, Aoy, ..., Ao, bo‘lgan AD;{, AD;, ..., AD, sohalarga
bo‘lamiz. U holda D soha ham yuzlari AS,, AS,, ..., AS, bo‘lgan AD,, AD,,

., AD,, sohalarga bo‘linadi. Har bir AD; sohada ixtiyoriy ravishda bittadan
nugta tanlaymiz va

S = Z f(xi, y:)AS;

yigindini tuzamiz. (8.27) formulaga asosan

AS; = 1] (§i,m:)|Aay,
bu yerda (&;,n;) nugta AD; sohaning biror nuqgtasi. (x;,y;) nuqta sifatida
aynan (§;,n;) nugtaga akslanadigan AD; sohaning nugtasini olamiz (I integral
mavjud, shu tufayli integral yig‘indida (x;,y;) nugtani ixtiyoriy ravishda
tanlash mumkin). Boshgacha qilib aytganda

x; =x@un), i =ySumi)
deb olamiz. U holda integral yig‘indi

S = Z fx(€nm), yEnml(Enn)lAo;

ko‘rinishni oladi. f (x, y) funksiyani uzluksiz deb faraz qgilib va AD;, sohalar
diametrlarining eng kattasini nolga intiltirsak

59



I'= gf fx(u,v),y(w, v)|J(w, v)|do
ya’'ni
fg f(x,y)dxdy = Lf)f fexe(uv),y(u,v)l/(w,v)|dudv  (8.29)

tenglikka ega bo‘lamiz.

Bu formula ikki o‘lchovli integralda o ‘zgaruvchilarni almashtirish
formulasi deb ataladi. (8.26) formula (8.29) formulaning f(x,y) =1
bo‘lganda xususiy holi ekanligi ravshan.

Xususiy holda, qutb koordinatalarida (8.29) formula

I f(x,y)dxdy = ff f(rcosq,rsin@)rdrde (8.30)

ko‘rinishda yoziladi.

Qutb koordinatalarida ikki o‘lchovli integralni hisoblash ham uni
takroriy integralga keltirish orgali amalga oshiriladi. Masalan, agar D* soha
8.20-rasmda tasvirlangan ko‘rinishda bo‘lsa (¢ = a va ¢ = £ nurlar r =
r, (@) var = r, (@) chiziglar bilan chegaralangan, ya’ni D* soha to‘g‘ri soha:
qutbdan chiggan [ nur uning chegaralarini fagat ikki nugtada kesib o‘tmoqda),
u holda (8.30) formulaning o‘ng tomonini quyidagicha yozish mumkin:

B 129)
[[ f(rcose,rsinp)rdrde = [de [ r-f(rcose,rsing)dr. (8.31)
D* a  1(p)

Eslatma. Faraz gilaylik ayrim nuqtalarda yoki hattoki ayrim chiziglar
bo‘ylab (8.29) formula o‘rinli bo‘ladigan shartlar, ya’ni yoki D va D* sohalar
o‘rtasidagi akslantirishning bir qgiymatliligi, yoki x(u,v) va y(u,v)

dx O0x OJy ady

funksiyalarning, yoki ularning 52’ 90’ 9u va ™ xusussiy hosilalarining

uzluksizligi bajarilmasin. Oxytekislikning bu nugtalarini va chiziglarini o‘zida
saglovchi biror kichik D, sohani olamiz va D; soha D, sohaning Ouv
tekislikdagi obrazi bo‘lsin. Sovao, orgali mos ravishda D, va D; sohalarning
yuzlarini belgilaymiz. U holda (8.29) formulaga ko‘ra

JI feoy)dxdy = [ f(x(u,v),y(uv)|J(w v)ldudv (8.32)
D\D, D*\D}

tenglikni yozish mumkin.
(8.32) tenglikning o‘ng tomonidagi integral umuman olganda

I f(x(u,v), y(u, v)|J (u, v)|dudv integraldan

D*
I f(x(u,v), y(u, v)|J (u, v)|dudv miqgdorga farq giladi.
D*

&
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’r’“

x O 21 @
8.20-rasm 8.21-rasm

Xususiy holda, Oxy tekislikning 0(0,0) nugtasiga qutb koordinatalar
tekisligining [0,2m] kesmada yotuvchi barcha (7, ¢) nugtalari mos keladi
(8.21-rasm), ya’ni Oxy tekislikning 0(0,0) nugtasiga akslantirishning o‘zaro
bir giymatlilik sharti bajarilmaydi. Shuning uchun agar koordinatalar boshi D
sohada yotsa, (8.30) formula o‘rinli bo‘lmasligi ham mumkin. Biroq u 8.22 va
8.23-rasmlarda tasvirlangan bo‘yalmagan D\D, va D*\D; sohalarda o‘rinli.

Agar f(r cos¢,rsin@)r migdor D* sohada chegaralangan bo‘lsa, u
holda D, va D; sohalarning yuzini nolga intiltirib, bu hol uchun ham (8.30)
formulani hosil gilamiz.

Mulohaza. Ikki o‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish (aniq
integraldagi singari), uni hisoblash uchun qulay bo‘ladigan ko‘rinishga
keltirish  maqgsadida qo‘llaniladi. Biroq ikki o‘lchovli integralda
o‘zgaruvchilarni almashtirish nafagat integral osti funksiyani, balki
integrallash sohasini ham soddaroq ko‘rinishga keltiradi. Integrallash sohasini
soddarog ko‘rinishga Kkeltirish integral osti funksiyani soddalashtirishga
nisbatan muhimroq ham. Buning natijasida ikki o‘lchovli integralda
integrallash  chegaralarini qo‘yish va takroriy integralda hisoblash
yengillashadi.

vt rh

&‘x\\\ —_(T’O]R

RZAMMIMIMNINY X
0] 2T @

8.22-rasm 8.23-rasm

8.5-misol. [[ (2x — y)dxdyintegralni hisoblang, bu yerda D —tomonlari
D
Li:3x—y—1=0, Ly:3x—y+1=0, L3:3x—2y =0, Ly:3x — 2y —
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1 =0 to‘g‘ri chiziglarda yotuvchi parallelogrammning ichki gismi (8.24-
rasm).

AV Ly
/..
1f--#A La
' VA
—1 1 1
! 7 X
D*
D —1 ‘
_____ _9 -1 0 1 u
8.24-rasm 8.25-rasm 8.26-rasm

» Dekart koordinatalar sistemasida bu integralni (8.17) fo‘rmula
bo‘yicha ham, (8.20) formula bo‘yicha ham takroriy integralga keltirib
hisoblash uchun, integrallash sohasini uchga bo‘lish kerak bo‘ladi (8.25-rasm).
Agar u = 3x — y, v = 3x — 2y formulalar orgali yangi o‘zgaruvchi Kkiritsak,
mazkur integralni osongina hisoblash mumkin. Bunda x(u,v) = (2u —
v)/3, y(u,v) =u—v bo‘ladi va (x,y) nugta paralleleogramm bo‘ylab
harakatlanganda, yangi u va v o‘zgaruvchilar -1 <u<1,0<v<1
kesmalarda o‘zgaradi, ya’ni D* —integrallash sohasi to‘g‘ri to‘rtburchakdan
iborat bo‘ladi (8.26-rasm). Integral ostidagi funksiya 2x —y = (4u — 2v)/
3 — (u—v) = (u+v)/3 ko rinishni oladi.

Endi x(u, v) va y(u,v) funksiyalarning yakobianini topamiz. Buning
uchun x,, =2/3, x, = —1/3, y,, =1, y, = —1 xususiy hosilalrni (8.25)
formulaga go‘yamiz:

dx 0dy 2
oo | 3 M 1
Jdv Ov

U holda (8.29) formulaga ko‘ra gidirilayotgan integralni hisoblaymiz:

u+v| 1 11 lyu+w
If 2x - y)dxdy = Jf — 3| duav = [ auf = =
D 1D* 3 13 3_1 0 3 L
1 1 1 1 1 1/1 1
2 2
=5 { (e Jou =5 f (o= 3], -
9_f1 [(uv+2v>_1] u 3_f1 u+2 u 9 2u +2u .




Yangi o‘zgaruvchilarga o‘tgandan so‘ng integrallash sohasi oddiy to‘g‘ri
yugorida ta’kidlaganimizga ko‘ra to‘g‘ri to‘rtburchakka aylandi. <

Mulohaza. Ikki o‘lchovli integralda o‘zgaruvchilarni shunday
almashtirish kerakki, natijada ham integral osti funksiya, ham integrallash
sohasi soddarog ko‘rinishni olsin. Quyida qutb koordianataliga o‘tishning
0°ziga Xos xususiyatlarini keltiramiz:

1) Integral osti funksiya f(x? + y?)ko‘rinishda; D integrallash sohasi
doira, xalga yoki ularni gismi bo‘lganda qutb koordinatalariga o‘tish qulay.

2) Amalda qutb koordinatalariga x =rcos¢@,y =rsing,dxdy =
rdrde ko‘rinishdagi almashtirish orgali o‘tiladi; D sohani chegaralovchi
chiziqg ham qutb koordinatalari orgali ifodalanadi. (x, y) nugtaning D sohada
o‘zgarish qonuniyatiga garab yangi r, ¢ o‘zgaruvchilar uchun o‘zgarish
chegaralari aniglanadi.

8.6-Misol. [[ /16 —x2 — y2dxdy integralni hisoblang, bu yerda

D

D —integrallash sohasi x? + y# < 16 doiradan iborat (8.27-rasm).
» (8.30) formulani go‘llab, qutb koordinatalariga o‘tamiz:

Jf 16 — x2 — y2dxdy = [[ /16 — (r cos 9)? — (rsin9)? - rdrde =
D D*

= Lf)f v 16 — r2drde.

4Aly
x2+y2=16 47
\ 4
—4 D 4
0 X D*
4
—4 0 2T
8.27-rasm 8.28-rasm

Qutb koordinatalar sistemasidagi D* integrallash sohasi 0 < ¢ <
2w, 0 < r < 4 tengsizlilar bilan aniglanadi (8.28-rasm). Demak D doira qutb
koordinatalariga o‘tganda D* to‘g‘ri to‘rtburchakka o°tar ekan. (8.31)
formulaga ko‘ra

2w 3
[Jri16 —r2drde = [ do[ rV16 —r2dr =
D* 0 0
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1 2T 3 (16 2)3/2 ) 3

= —5 1 dof (16 =r*)"2d(16 — r*) -f 3 e =
0 0
1 }” (O 128) do = 256w
- 739 3 )%~ 90
gidirilgan ikki o‘Ichovli integralning qiymatini hosil qildik. <

i 1
8.7-Misol. I = —_—
g [1+x2+y2
integrallash sohasiD = {(x,y):x? + y*> < 1,x = 0,y = 0} —birlik doiraning
birinchi chorakda yotgan gismi.

» x =rcoseg, y=rsing qutb koordinatalariga o‘tamiz. U holda
integrallash sohasi

D*={(r,9):0<r<10< ¢ <m/2}
to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat bo‘ladi. O‘zgaruvchilari almashtirilgandan
so‘ng integral osongina hisoblanadi:

rdrdg _n/z 3 n(\/——l) <
= T g T T |

Mulohaza. Agar D sohada yakoblan noldan fargli bo* Isa, bu sohaning
har bir nuqgtasining biror atrofidagi akslanish o‘zaro bir giymatli bo‘ladi. Biroq
shuning bilan birga butun sohaning akslanishi bir giymatli bo‘Imasligi ham
mumkin,

dxdy integralni hisoblang, bu yerda D

x=e%cosv,y =e%sinv, —o < u,v < +©
funksiyalar bilan aniglanadigan akslanishni garaymiz. Ularning yakobiani

dx Jdy
_|ou  oul _|e¥cosv e¥sinv|_ 4
J(wv) = ox a_y —esiny eYcosvl  ©
Jv 0v

butun tekislikda noldan fargli. Shunga garamasdan u =0,v =0 va x =
0,v=2m uchun x =1,y =0 bo‘ladi, ya’ni bu akslantirish o‘zaro bir
giymatli emas.

Boshga tomondan, agar akslantirishning yakobiani biror nugtada nolga
aylangani bilan, bu nugtaning atrofida akslanish o‘zaro bir giymatli bo‘lishi
mumkin. Masalan,

x=ud,y=v3,—-0 <uv<+ow
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funksiyalar bilan aniglanadigan akslanishning yakobiani ] = 9u?v? bo‘ladi va
uu=0 vav=0 bo‘lsa nolga aylanadi, ammo bu akslanish o‘zaro bir
giymatli.

8.6. Ikki o‘Ichovli integralning tadbiglari

Silindrik jismning hajmi. Ikki o‘lchovli integral tushunchasiga
keltiriladigan masala sifatida yuqgoridan z = f(x,y) = 0 sirt bilan, quyidan
Oxy tekislikning D sohasi bilan, yon tomonlardan esa yo‘naltiruvchisi D
sohaning chegarasi bo‘lgan silindrik sirt bilan chegaralangan jism hajmini
hisoblash garalgan edi va bu hajm

V= g f(x,y)dxdy (8.33)

iIkki o‘lchovli integral bilan hisoblanishini ko‘rgan edik.

Shunday qilib, nomanfiy funksiya ikki o ‘lchovli integralining giymati
silindrik jismning hajmiga teng bo‘lar ekan.

8.8-Misol.z = 1 — 4x? — y2 sirt va Oxy tekislik bilan chegaralangan
jismning hajmini hisoblang (8.29-rasm).

» z=1—4x? — y?elliptik paraboloid Oxy tekislik bilan L:

2
2 ®

% = 1, z = 0 chiziq bo‘ylab kesishadi. Bu chiziq yarim o‘glaria = 1/2 va

b = 1 bo‘lgan ellipsdan iborat (8.30-rasm) va demak integrallash sohasi ana

shu ellipsning ichki gismi bo‘ladi.

1ny

22

8.29-rasm 8.30-rasm

Qaralayotgan jismning Oxz va Oyz tekisliklarga nisbatan simmetrikligi
tufayli, integrallsh sohasini ellipsning 1/4 qismini olib, natijani to‘rtga
ko‘pqytirish kerak:
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1/2 V1-4x2

V=4f[(1—-4x®>—-y}dxdy =4[ dx [ (1-4x?—y?dy=
D a 0

12 | R g
_ 4f (1 _ 4x2)y_§y3 dx = §f (1 _4x2)3/2dx =
a 0 a
2x = sint, 2dx = costdt /2
A2 — 1 i — 2 4
_|1—4x*=1-sin tl_ cos 7: — §f (cos?t)3/? costdt =
x1=0’t1=0’x2=§’t2=§ 0

/2 . 4™/21 4 2 cos 2t + cos? 2t
=§of cosS tdt=§0f 2 =
1 _ ™2 121 4 cos 4t
=§(t+sm2t)0 +§0f > =
T 1 1 LEE A
=g+g<t+zsln4t)0 =E+E=Z.

_ 2 yZ ZZ _ ) )
8.9-Misol. = + %) + Z = 1 ellipsoid bilan chegaralangan
jismning hajmini hisoblang (8.31-rasm).
»  Qaralayotgan  jismning  Oxy
tekislikka nisbatan simmetrikligi tufayli
uning hajmi

funksiyaning Oxy tekislikdagi = +—==1

ellips bilan chegaralangan D soha bo‘yicha olingan ikki o‘lchovli integralning
ikkilanganligiga teng:

x2  y2
=2 1—-—-= :
V gc\/ ) bzdxdy

Bu integralni hisoblash uchun x =arcose , y=arsing deb
o‘zgaruvchilarni almashtiramiz. U holda integral ostidagi funksiya z =

cV1 —r? ko‘rinishga o‘tadi, D integrallash sohasiga D* = {(r,¢): 0 <r <
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1, 0 < ¢ <2m} to‘g'ri to‘rtburchak mos keladi. x; = acosg , x, =
—ar sin @, y;. = bsin @, y, = br cos ¢ xususiy hosilalarni (8.25) formulaga
go‘yib, bu almashtirishning yakobianini hisoblaymiz:

dx Jdy
_ ar or | acos¢ bsing |
J@v) = |5y ay|[ ‘—ar sing brcosg| abr.
dp 09

Shuning uchun (8.29) formulaga ko‘ra

x2
V=foc\/l—?—y—dxdy—foc\/l—r abrdrde =
D

b2

21
= 2abc [ dgofr\/l—rzdr=2abcf de - fr 1—r2dr =
0 0 0

1
= —4—nabc(1 — r2)2 = inabc. <
3 o 3
Yassi figuraning yuzi. Ikki o‘lchovli integralning xossasiga ko‘ra Oxy
tekislik D sohasining S yuzi f(x,y) = 1 funksiyaning bu soha bo ‘yicha
olingan ikki o ‘Ichovli integraliga teng:

S = [[ dxdy. (8.34)

D

8.10-Misol. (x? + y?)? = 8xy chiziq bilan chegaralangan figuraning
yuzini hisoblang (8.32-rasm).

»Bu vyerda x=rcosep , y=rsing tengliklar bilan qutb
koordinatalarini kiritamiz. Egri chiziq tenglamasi r* = 872 cos ¢ sin @
ko‘rinishni oladi, bundan esa r = 2,/sin 2¢ tenglikka ega bo‘lamiz. Egri
chiziqg va demak u chegaralagan soha koordinatalar boshiga nisbatan
simmetrik. Shuning uchun

/2  24/Sin2¢ /2 _
S=fdxdy=2[ dop [ rdr=] (’rzli szqo)dgo:
D 0 0 0
/2
= [ 4sin2¢de = —2c052g0|g/2 = 4. <
0

Sirt yuzi. G sirt z = f(x,y) sirtning Oxy tekislikdagi D yopig sohaga
proyeksiyalanuvchi gismi bo‘lsin. Sirtning mazkur gismini silliq deb faraz
gilamiz, ya'ni f(x,y) funksiya D sohada uzluksiz va uzluksiz f/(x,y),
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fy (x,y) xususiy hosilalarga ega. D sohani yuzalari AS;,AS,.,..., AS, bo‘lgan
n ta AD,,AD,,..., AD,, qismlarga ajratamiz. Har bir AD, sohada ixtiyoriy
ravishda bittadan M (xx,yx) nugta tanlaymiz (8.33-rasm). Bu nugtaga
sirtning Py (xx, Vx, f (xx, Y1) nugtasi mos keladi.

Z“
y“
D f ] 1
0 X e
0 - =
L y
8.32-rasm
.~ D :,\q\:h']\w‘\%;{ \
X 8.33-rasm

P, nugtada G sirtga urinma tekislik o‘tkazamiz. AG,bu tekislikning AD,,
sohaga proyeksiyalanuvchi gismi va Ag;, bu maydonchaning yuzi bo‘lsin. Bu
yuzalardan

n
o= Z AO'k
o . k=1
yig‘indini tuzamiz.
Har doimgidek A orgali AD, sohalar diametrlarining eng Kkattasini

belgilaymiz. Agar bo‘linishlar soni cheksiz oshganda va A nolga intilganda
chekli

n
o= lim Y Aogy (8.35)
P
limit mavjud bo‘lsa va bu limit D sohani bo‘lish  usuliga, hamda M,
nugtalarning tanlanishiga bog‘liq bo‘Imasa, u G sirtning yuzi deb ataladi.
G sirtga yugorida qo‘yilgan shartlar bajarilganda, bu limitning
mavjudligini isbotlaymiz.
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G sirtning P, nuqgtasida o‘tkazilgan urinma tenglamasi (7.14) formulaga
ko‘ra
af (Xi, Yie) af (i, Vi)
) )

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda z;, = f(xx,yx). U holda bu tekislikning Oxy
tekislikka nisbatan y, og‘ma burchagi

Z —Zk =

1

! 2 !/ 2
\/1 + (fy o)) + (fy (xk:yk))
tenglik bilan aniglanadi. AS, vaAo;, yuzalar o‘zaro AS;, = (cos yy)Aoy tenglik

bilan bog‘langan. (8.36) tenglikni inobatga olgan holda so‘ngi tenglikni (8.35)
tenglikka go‘ysak

o= Aiggokgll\/ 1+ (R Go)) + () S, (8.37)

a-0"—
tenglik hosil bo‘ladi. Limit ostidagi yig‘indi

! 2 ! 2

\/1 + (fx(x:y)) + (fy(x;y))

funksiyaning D soha bo‘yicha integral yig‘indisini aniglaydi. Qo‘yilgan
shartlarda bu funksiya D sohada uzluksiz bo‘ladi va demak 8.1-Teoremaga
ko‘ra (8.37) limit mavjud bo‘ladi. U holda ikki o‘Ichovli integralning ta’tifiga
ko‘ra

COS Yy =

(8.36)

! 2 / 2
o=]f J1 +(F@y) +(fxy) dxdy (8.38)

tenglikni hosil gilamiz. Bu formula sirt yuzini hisoblash formulasi deb ataladi.
8.11-Misol. z = x? + y? paraboloidning x2 + y? = 2 silindr ichida

joylashgan gismining yuzini toping (8.34-rasm).

» z = x* + y* funksiyaning z, = 2x va z;, = 2y xususiy hosilalari D: x* +

y? < 2 doirada uzluksiz, shuning uchun (8.38) formulaga ko‘ra garalayotgan

sirtning o yuzi

o= [[ 1+ 4x2 + 4y2dxdy
D

ikki o‘Ichovli integral bilan hisoblanadi. Integrallash sohasining shaklidan
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va integral osti funksiyaning ko‘rinishidan kelib chigib
x=2rcosqp va y=2rsing deb qutb
koordinatalariga o‘tamiz:

2m V2
o= [[V1+4rirdrdp = [ do [ rJ1+ 4r2dr =
D* 0 0

2m V2
=[do- [ rJ1+4r2dr=
0 0
V2
1 2 3 s 13w
=2m==(1+4r>)2| ==-27-1)=—.
mogrg (1 +4r9) . e ( ) =—3

va qidirilayotgan yuzani hosil gilamiz. < X 8.34-rasm
Puasson integralini hisoblash. 5.2 da anigmas integrallarni o‘rganishda
shunday elementar funksiyalar mavjud bo‘lib, ularning anigmas integralini
elemetar  funksiyalarning chekli sondagi arifmetik amallari va
superpozitsiyalari orgali ifodalab bo‘Imasligini ko‘rgan edik. Bulardan biri-

Puasson integrali deb ataluvchi [ e=*"dx integral bo‘lib, uning (—oo, +oo)

cheksiz oraligqdagi aniq integrali ehtimollar nazariyasida juda ko‘p go‘llaniladi.
+ 00

Shunday qilib, [ e’ dx integralni hisoblaymiz. Bu aniqg integralni ham

Puasson integrali deb ataymiz va uni geometrik jihatdan y = e=x" egri chiziq
va Ox o‘q orasida joylashgan cheksiz (—oo < x < 4o0) figuranig yuzi
sifatida talgin gilish mumkin (8.35-rasm).

Yugqorida ta’kidlab V4
o‘tganimizga ko‘ra [e *'dx
anigmas integralni elementar
funksiyalar orgali ifodalab
bo‘lmaydi, shuning uchun

+ o0 . 0
J e™*dx 8.35-rasm
—00

aniq integralni hisoblashga Nyuton-Leybnis formulasini go‘llab bo‘Imaydi,
demak uni hisoblashga maxsus usuldan foydalanishga to‘g°ri keladi.

Dastlab, Puasson integrali yaginlashuvchi birinchi tur xosmas integral
ckanligini ta’kidlab o‘tish kerak. Hagigatdan ham, barcha x > 0 uchun e* >

x tengsizlik (8.36-rasm) o‘rinli bo‘ladi, bundan esa barcha x uchun e*’ > x2
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tengsizlikni yozish mumkin bo‘ladi. U holda barcha x uchun e’ < 1/x?
bo‘ladi. 6.10-Misolga ko‘ra 1/x2 funksiyaning (0,+) oraliq bo‘yicha

xosmas integrali yaqmlashuvchl bo‘ladi, bundan esa 6.14-Teoremaga ko‘ra
+ 00

f e’ dx va f e~ dx xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi kelib
o o

chigadi. Shuning uchun [ e~ dx xosmas integral ham yaginlashadi va u bu

— 00

xosmas integrallar yig‘indisiga teng. e=x" funksiyaning juftligidan
+00

fexdx—Zfexdx

tenglik kelib chigadi.
Puasson integralini hisoblash uchun
D,={(x,y):—a<x<a-a<y<a}
kvadratni garaymiz (8.37-rasm). Bu kvadarat bo‘yicha ikki o‘lchovli integralni
hisoblaymiz:

a a
[[ e+ dxdy = [ dx [ e **e ¥ dy = fl —x* feydy dx =
Dg —-a —-a

a a
= fe‘yzdy- fe‘xzdx,ya’ni
—-a —-a

a 2
[ e=C*+y)dxdy = ( [ e‘xzdx) (8.39)
Dy -a
Ay y = o
yﬂ
a
1 V=X

|
Q
=)
Q
Xy

b 4

—a
8.36-rasm 8.37-rasm
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Endi a — oo bo‘lsin. U holda D, integrallash sohasi bu limitda butun

Oxy tekislikka aylanadi va uni biz D, orgali belgilaymiz. Shuning uchun
2

[ e~ +¥ ) dxdy = ( ] e‘xzdx> , (8.40)
Doo —00
bundan esa Puasson integrali uchun
[ e dx = |[[ e-&*+¥))dxdy (8.41)
— 00 DOO

tenglikni hosil gilamiz.

Shunday qilib, Puasson integralini hisoblash uchun (8.41) tenglikning
o‘ng tomonidagi “xosmas” ikki o‘lchovli integralni hisoblash yetarli ekan.
Integral ostidagi funksiyaning ko‘rinishidan qutb koordinatalariga o‘tish
magsadga muvofig deb xulosaga kelish mumkin. Buning uchun 8.38-rasmda
tasvirlangan B, = {(x,y):x? + y? < az} d0|ran| Kiritamiz. U holda

ffe C*+y) dxdy = f dgofe “rdr =

)

= 27tfre"r dr = nf e " d(r?) = TL'e_erO
0
ya’'ni,
[ e=C*+¥) gxdy = m(1 - e"“z). (8.42)
Bq

Vi
a

—a
8.38-rasm

Bu yerda a — oo deb limitga o‘tsak,
ff et dxdy = 1t (8.43)

tenglikni  hosil qgilamiz. Blroq, (8.42) tenglikdan (8.43) tenglikga
o‘tishda B, integrallash sohasi cheksiz radiusli B, doiraga, ya’ni
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butunOxytekislikga o‘tiladi. Shuning uchun B, belgilashdan D, belgilashga
o‘tsak, (8.43) tenglikni

ffe O+ dxdy = (8.45)
ko‘rinishda yozish mumkln U holda (8.41) tenglikka ko‘ra
f e~ dx =vr

Puasson integralini hisoblash formulasini hosil qgildik.

Yassi figura massasi. Chegaralangan vyassi D figurada u(P) =
u(x,y) = 0 sirt zichligiga ega bo‘lgan massa uzluksiz tagsimlangan bo‘lsin,
bu yerda u(x,y) funksiya D sohada uzluksiz. D sohani umumiy ichki
nuqgtalarga ega bo‘lmagan n ta

Dy, D,,....D,
gismlarga ajratamiz. Ularning yuzalarini mos ravishda
AS, AS,,..., AS,

orgali belgilaymiz. Har bir D; (i = 1,2,...,n) gismda ixtiyoriy ravishda
P;(x;, y;) nugtani tanlaymiz, bu nuqtadagi zichlik u(x;,y;) ga teng bo‘ladi.
u(x,y) funksiyaning uzluksizligi tufayli D figura D; gismining m; massasi
tagriban u(x;, y;)AS; ko‘paytmaga teng bo‘ladi, D figuraning m massasi mos
ravishda

m ~ Z u(xi, yi)AS;

yig‘indiga tagriban teng bo‘ladi. So ngi yig‘indi D sohada uzluksiz bo‘lgan
u(x,y) funksiyaning integral yig‘indisi bo‘ladi. Har doimgidek d orqgali D;
gismiy sohalar diametrlarining eng Kkattasini belgilaymiz. So‘ngi taqribiy
tenglikda d diametrni nolga intiltirsak,

n
m = }li_fg_zlﬂ(xi;Yi)ASi = g#(x; y)dxdy (8.46)
&

aniq tenglikni hosil qilami_z. Xususiy holda agar massa butun figura bo‘ylab
tekis tagsimlangan, ya’ni u = const bo‘lsa, (8.46) formula

m = uff dxdy =pu-S
D

ko‘rinisni oladi, bu yerda S berilgan D sohaning yuzi.
8.12-Misol. Diametri a va markazi C(a/2,0) nugtada bo‘lgan yarim
doiraviy figuraning m massasini hisoblang, massaning har bir nuqtadagi sirt
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zichligi bu nuqgtadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofaga proporsional
(8.39-rasm).

» Demak, m massali D figura quyidan
Ox bilan, yugoridan esa x?+ y? = ax Y
aylana bilan chegaralangan bo‘lib, uning aj2p 3

sirt zichligi u(x,y) = ky/x? + y? funksiya

bilan aniglanar ekan, bu vyerda k — D
proporsionallik koffisiyenti. Figuraning m 3 N
massasini  (8.46)  formulaga  ko‘ra 0 a/2 a x
hisoblaymiz: 8.39-rasm

m = [[ u(x,y)dxdy = k[ x2 + y2dxdy.
D D

Integrallash sohasining shakli va integral ostidagi funksiyaning
ko‘rinishidan kelib chigib x = ar cos ¢, y = ar sin ¢ deb qutb koordinatalar
sistemasiga o‘tamiz. Aylana tenglamasining ko‘rinishini o‘zgartiramiz:

25 % a? e a?
_ * 2 YT T Ty
yoki
a2 a?
- 2 —
g T
qutb koordinatalariga o‘tsak
(ar CoS @ — E)2 + (ar sinp)? = a_Z
(p 2 QD - 4 -

So‘ngi tenglamani ixchamlasak
r =CosQ (8.47)
tenglamani hosil gilamiz. D soha yarim aylana bilan chegaralanganligi uchun
@ qutb burchagi [0,7/2] kesmada o‘zgaradi va o‘zgarmas ¢ € [0, /2]
burchakda (8.47) tenglikka ko‘ra r qutb radiusi [0, cos ¢] kesmada o‘zgaradi.

Shuning uchun figura massasi uchun
/2 Ccos @

m=kf[ Vx2+y2dxdy =k [ do | ara’rdr =
D 0 0

/2 Ccos ¢ /2 1 cos @ ka3 /2
=ka®[ do [ r?dr=ka®/[ <—r3 )dgo =— 1 cosdpdp =
0 0 o \3 3 5

0
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ka3 ™/ ka3 1 /2

=—f (1 — sin? @)dsin ¢ ——<sing0——sin3 go)

_Zk 3
3 3 — g ¢

0
tenghkm hosil gilamiz. <

Yassi figuraning koordinata o‘qglariga nisbatan statik va inersiya
momentlari. Massasi m bo‘lgan material nugtaning Ox o‘qga nisbatan S,
statik momenti deb my ko‘paytmaga aytiladi, bu yerda y —material nugtaning
ordinatasi, ya’'ni

S, = my. (8.48)
yordinataning giymati musbat bo‘lishi ham, manfiy bo‘lishi ham mumkin.

Bu nugtaning Ox o‘qga nisbatan I, inersiya momenti deb my?
ko‘paytmaga aytiladi:

L, = my? (8.49)

Massalari m;, m,,...,my bo‘lgan M;, M,,...,M;, nuqtalar sistemasining
Ox o‘qga nisbatan S, statik va I, inersiya momentlari deb, bu nugtalarning
mos ravishda statik va inersiya momentlari yig indisiga aytiladi:

Sy = Zmlyli L, = Zmlyl (850)

Oxy tekislikda sirt 2|chI|g| uzluksiz ,u(x y) funksiya bilan aniglangan
yassi D figuraning Ox o‘qga nisbatan statik va inersiya momentlarini
hisoblaymiz.

D sohani n ta D,, D,,...,D,, qismlarga ajratib, har bir D; gismda ixtiyoriy
P; (x;, y;) nugtani tanlaymiz va i —qismning massasi tagriban u(x;, y;)AS; ga
teng va bu massa P;(x;, y;) nugtada jamlangan deb hisoblaymiz, bu yerda AS;
gismiy D; sohaning yuzi. U holda D yassi figuraning Ox o‘qga nisbatan S,
statik va I, inersiya momentlari tagriban

S ~ Z yl/-l(xu yL)ASu Z Yi :u(xu yl)AS

yig‘indilarga teng bo Iad| Bu taqribiy tengllklarda D; qismiy sohalar
diametrlaring d eng kattasini nolga intiltirib va bu yig |nd|Iar mos ravishda
yu(x,y) va y?u(x,y) funksiyalarning integral vyig‘indilari ekanligini
inobatga olib

Se = fg yu(x, y)dxdy (8.51)

I, = g y*u(x, y)dxdy (8.52)
formulalarni hosil gilamiz.
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Xuddi shu singari sirt zichligi u(x, y) funksiya bilan aniglanadigan yassi
figuraning Oyo‘gga nisbatan statik va inersiya momentlari mos ravishda

S, = fg xu(x,y)dxdy (8.53)

I, = Jf x*u(x, y)dxdy (8.54)
D

formulalar bilan aniglanadi.

8.13-Misol. Yuqoridan y = x? parabola bilan, quyidan Ox o‘q bilan va
yon tomondan x = 2 to‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan yassi figuraning
koordinata o‘qlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini toping (8.40-
rasm). Sirt zichligi har bir nugtada nugta koordinatalarining ko‘paytmasiga
proporsional.

»Shartga ko‘ra u(x,y) =k-xy , bu yerda k — proporsionallik
koffisiyenti. Koordinata o‘qlariga nisbatan statik va inersiya momentlarini
(8.51)-(8.54) formulalar bo‘yicha topamiz:

y“
4 ___________
Sx = I yuCe,y)dxdy = J[ 'y - k - xydxdy =
2 x?
= k[ xy?dxdy =k [ dx [ xy?*dy =
D 0o 0
2
2 [ xy3|” 2 x7 x8|° 32
=kf (2| Jax=k[ T dx=k| =k QL
o \ 3|, 0 3 24 3" 5 —
Sy = gxu(x, y)dxdy = fgx k- xydxdy = 8.40-rasm
2 x? 2 x2y2 x?
= k[ x?>ydxdy =k [ dx [ x*ydy =k | dx =
D o 0 0 2 |,
2 x6 x7|? 64
=k0f7dx=kﬁ0=k7,
I, = fgyz,u(x,y)dxdy = fg y2k - xydxdy = kjl;f xy3dxdy =
2 x? 2 4x? 2 .9 102
X X X 128
—kfdxf xyidy =k [ 2| Jax=k[ Zdx= k| =22

I, = fg x2u(x, y)dxdy = fg x%k - xydxdy = kfg x3ydxdy =
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2 7 x81
0 dx=kJ§dx=kTEJ=Mk <
Yassi figura og‘irlik markazining koordinatalari. Agar yassi
figuraning koordinata o‘glariga nisbatan S, va S, statik momentlari va m
massasi ma’lum bo‘lsa, bu figura og ‘irlik markazining koordinatalari

2 x? 3.,21%
=k xfx3ydy kf(xzy
0

S S
xe="2, y == (8.55)

formulalarga ko‘ra topiladi. Bu formulalarga (8.46), (8.51) va (8.53)
formulalarni go‘llab

fg xp(x, y)dxdy fg yu(x, y)dxdy

T ne,)dxdy” Ye = 1T nCe,y)dxdy

o‘g‘irlik markazining koordinatalarini topish formulasini hosil gildik.

8.14-Misol. Yugoridan y = +/x egri chiziq bilan, quyidan Oxkoordinata
o‘qgi bilan va yon tomondan x = 4 to‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan D yassi
figuraning og‘irlik markazi koordinatalarini toping.
Sirt  zichligi  har Dbir nugtada nuqta Xt
koordinatalarining  yig‘indisiga proporsional =~ 2p-------------------
(8.41-rasm).

» Shartga ko‘ra u(x,y) = k- (x +y), bu DANK
yerda k — proporsionallik koffisiyenti. D yassi
figuraning massasini va koordinata o‘glariga
nisbatan statik momentlarini (8.46),(8.51),(8.53) 8.41-rasm
formulalar bo‘yicha topamiz:

m = [[ u(x,y)dxdy = g k-(x+y)dxdy = kg (x + y)dxdy =

D
4 Vx VX
=k[dx[(x+ydy =k [
b 0 0

Xe = (8.56)

0 4 X

: 1
dx =k <x3/2+§x>dx =
0

4 +1 ,
Xy +5y
2 1 4
— L (Z2.5/2 4,2
k(sx +4x)

84
—k(— 32+4>— = k,
0
= gyu(x,y)dxdy = gy k(x4 y)dxdy = kfg (xy + y*)dxdy =

0

5
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4 x xyz 1 Vx
=k[dx| (xy+y*dy = kf —+=y3 )| |dx=
0 0 2 3 0
k} y3/2 ) dx =k x3+2 5/2 4—k 64 2 .3p) =224,
5 a R | R AT 15
= ff xu(x y)dxdy = ffx k-(x+y)dxdy = kff (x% + xy)dxdy =
4 x 4 1 Vx
=k[dx] (x*+xy)dy =k [ (xzy + —xyz) dx =
0 0 0 2 0

4 4
1 2 1 2 64\ 992
_ 5/2 4 2 —L[Z2+7/2 £ 243 — 2 —
kof <x +5x )dx k<7x +6x>0 k<7 128 + 6) k.

(8.55) formulalarga ko‘ra D vyassi figura C(x.y.) og‘irlik marka2|
koordinatalarini topamiz:

_ Sy _ 992k 84k 1240
=W T 21 5 T 4a1 0%
S, 224k 84k 56
Ye = ~ (,89.

m 15 5 63
Shunday qilib garalayotgan D figuraning og‘irlik markazi C (

nuqtada bo‘lar ekan. <
8.7. Uch o¢Ichovli integral

1240 gg)
441 ' 63

Ikki o‘lchovli integralni umumlashtirish orqali hosil gilinadigan uch
o‘zgaruvchili funksiyaning uch o ‘Ichovli integralini garab chigamiz. Bunday
integrallar ikki o‘lchovli integrallar singari turli geometrik, fizik va texnik
masalalrni yechishda tadbiq gilinadi. Ikki va uch o‘lchovli integrallar orasida
to‘liq o‘xshashlik mavjudligi tufayli biz fagat tasdiglarni bayon qilish bilan
chegaralanamiz. Ularning isbotini ikki o‘lchovli integrallardagi isbotlarni uch
o‘zgaruvchili funksiyalarga osongina moslashtirish orgali hosil gilish mumkin.

Jismning massasini hisoblash hagida masala. Fazoviy Q sohani massa
bilam to‘ldirilgan jism berilgan bo‘lsin. Agar har bir P € Q nugtada

u=nP) =pulxyz), P(x,y,2) €N
massa tagsimlanishining zichligi berilgan bo‘lsa, bu jismning m massasini
topish talab gilingan bo‘lsin.

78



Q sohani gandaydir sirtlar bilan hajmlari AV;, AV;,..., AV, bo‘lgan n ta
AQ,, AQ,, ..., AQ, gismlarga ajratamiz. Har bir AQ; sohada ixtiyoriy ravishda
bittadan P;(x;, y;, z;) nugtani tanlaymiz.AQ;sohada zichlik tagriban o‘zgarmas
va u u(P;) ga teng deb faraz gilamiz. U holda bu bo‘lakning massasini
Am; = u(P;)AV;
tagribiy tenglik bilan aniglash mumkin, butun jismning massasi esa tagriban

k
m~ 3 u(P)AV (857)
=

yigindiga teng bo‘ladi.

AQ; bo‘laklarning o‘lchamlari ganchalik kichik bo‘lsa, (8.57) tagribiy
tenglik shunchalik anigrog bo‘ladi. Qaralayotgan jismning massasi sifatida
(8.57) tenglik o‘ng tomonidagi yig‘indining AQ; (i = 1,2, ...,n) bo‘laklar
diametrlarining eng kattasi d nolga intilgandagi limitini olish mumkin:

n
m = lim ) u(P;)AV;. (8.58)
d—>0k=1

Uch o‘lchovli integral. Fazoda S sirt bilan chegaralangan Q soha
berilgan va bu soha va uning S chegarasida uzluksiz f(x,y,z) funksiya
aniglangan bo‘lsin.

Q sohani gandaydir sirtlar bilan hajmlari AV, AV,,..., AV, bo‘lgan n ta
AQ,, AQ,, ..., AQ, gismlarga ajratamiz. Bu bo‘laklar diametrlarini d; orqgali
va ularning eng kattasini d orqali belgilaymiz. Har bir AQ; sohada ixtiyoriy
ravishda bittadan P;(x;, y;, z;) nugtani tanlaymiz vaf (x, y, z) funksiyaning bu
nuqtalardagi f (x;, y;, z;) giymatlarini hisoblab:

n

X f (i yi,zi) AV, (8.59)
i=1

yigcindini tuzamiz. Bu yig‘indi f(x,y,z) funksiyaning Q soha bo‘yicha
integral yig ‘indisi deb ataladi.

8.3-Ta’rif. Agar (8.59) integral yig‘indi d = 0 nuqgtada chekli I limitga
ega bo‘lib, u Q sohani AQ,, AQ,, ..., AQ, gismlarga bo‘lish usuliga va
ulardagi P; nugtalarning tanlanishiga bog‘lig bo‘lmasa, bu limitni biz
f (x,y, z) funksiyaning Q soha bo‘yicha olingan uch o‘lchovli integrali deb
ataymiz va uni

=l fy,2)av = [If f(xy,2)dxdydz

orgali belgilaymiz.
Shunday qilib, uch o‘lchovli integral
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JIf £ x,y, 2)dxdydz = lim 3. £ (i, yi, 20V, (8.60)
Q ~Vi=1

tenglik bilan aniglanar ekan. Bunday holda f(x,y,z) funksiya Q sohada
integrallanuvchi va Q —integrallash sohasi deb ataladi.

(8.58) va (8.60) tengliklarni taqqoslab, nuqgtalaridagi zichligi u(x,y, z)
funksiya bilan aniglanuvchi Q jismning m massasi uchun

m = [[[ f(x,y,2)dxdydz (8.61)
9}

formulani hosil gilamiz.

Har ganday f(x,y,z) funksiya uchun ham uch o‘lchovli integral
mavjudmi degan savolga quyidagi teorema javob beradi.

8.4-Teorema. Yopigq chegaralanagan Q sohada uzluksiz f(x,y,z)
funksiya, bu sohada integrallanuvchi hamdir.

Biz quyida integrallash sohasida fagat uzluksiz bo‘lgan funksiyalarnigina
garaymiz.

Uch o‘lchovli integralning xossalari. Uch o‘lchovli integralning
xossalri ikki o‘Ichovli integralning xossalariga o‘xshashligi tufayli, biz ularni
bayon qilish bilangina chegaralanamiz.

1) Agar Q soha VV hajmga ega bo‘lsa, u holda

JIf dxdydz = V. (8.62)
Q

2) Agar f(x,y,z) va g(x,y,z) funksiyalar Q sohada integrallanuvchi
bo‘lsa, u holda ularning ixtiyoriy a va B o‘zgarmaslar bilan chizigli
af (x,y,z) + fg(x,y,z) kombinatsiyasi ham € sohada integrallanuvchi
bo‘ladi va

ffflf (af(x,y,2) + Bg(x,y,2z))dxdydz =

=afff f(x,y,z)dxdydz + B[] g(x,v,z)dxdydz (8.63)
Q Q

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu xossa uch o‘lchovli integralninmg chiziglilik xossasi
deb ataladi.

3) Agar Q soha Q;UQ, =Q bo‘ladigan qilib fagat bo‘linish
sirtlaridagina kesishadigan ikkita ; va Q, sohalarga ajratilsa,

JIJ f Cey, 2)dxdydz = fff f(x,y, 2)dxdydz +

+ f f 1 f(x, y, z)dxdydz (8.64)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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4) Agar f(x,y,z) funksiya Q sohada nomanfiy va integrallanuvchi
bo‘lsa,

If] f(x,y,2z)dxdydz =0 (8.65)
Q

bo‘ladi.
5) Agar f(x,y,z)vag(x,y, z) funksiyalar Q sohada integrallanuvchi va
barcha (x,y, z) € Q nuqtalarda f(x,y,z) = g(x,y,z) bo‘lsa,

Il f(x,y,2)dxdydz = [[f g(x,y,z)dxdydz (8.66)
D D

bo‘ladi.
6) Agar f(x,y,z) funksiya € sohada integrallanuvchi bo‘lsa, |f (x, y)|
funksiya ham Q sohada integrallanuvchi bo‘ladi va

I f(x,y,2)dxdydz| = [[ |f(x,y,2)|dxdydz (8.67)
Q Q

tengsizlik o°rinli bo‘ladi.

7) Agar hajmi IV gateng bo‘lgan(Q sohada f (x, y, z) funksiya uzluksiz va
uning bu sohadagi eng katta va eng kichik giymatlari mos ravishda M vam
bo‘lsa,

mV < [f[ f(x,y,z)dxdydz < MV (8.68)
Q

tengsizlilar o‘rinli bo‘ladi.
8) (O‘rta giymat haqgidagi teorema) Agar hajmi V ga teng bo‘lgan Q
sohada f (x,y, z) funksiya uzluksiz bo‘lsa, bu sohada
f!lf f(x» Y, Z)dXdde = f(xO' yO;ZO) -V

tenglikni ganoatlantiruvchi Py (xq, v, Zo) Nugta mavjud.

1
f(x0,¥0,20) = Vf({ f(x,y,z)dxdydz (8.69)

miqgdor f (x,y, z) funksiyaning Q sohadagi o ‘rta giymati deb ataladi.

Uch o‘Ichovli integralni hisoblash. Ikki o‘Ichovli integrallardagi singari
uch o‘lchovli integralni hisoblash takroriy integralni hisoblashga keltiriladi.

Fazodagi () soha quyidan S;:z = @(x,y) sirt bilan, yuqgoridan S,:z =
Y(x,y) sirt bilan, 0z o‘qga parallel yon silindrik S5 sirt bilan chegaralangan
bo‘lsin, bu yerda (x,y) € D nuqtalarda ¢ (x,y) < ¥(x,y) tengsizlik o‘rinli
va D —soha berilgan fazoviy Q sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi
bo‘lsin (8.42-rasm). Agar () sohaning ixtiyoriy ichki nuqtasidan 0z o‘qga
parallel bo‘lib o‘tuvchi to‘g‘ri chizig, bu sohaning chegarasini fagat ikKki
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nuqtada kesib o‘tsa, bunday soha z —silindrik soha yoki Oz o ‘qi yo ‘nalishi
bo ‘yicha to ‘g ‘ri soha deb ataladi.

Ikki o‘lchovli integrallar uchun keltirilgan 21
8.3-Teoremaga o‘xshash quyidagi teorema
o‘rinli.

8.4-Teorema. Agar f(x,y, z) funksiyaning

Q={(x,y,2) ER3:(x,y) ED,p(x,y) <z <
< Y(x,y) soha bo‘yicha uch o‘lchovli integrali ey
mavjud va har bir (x,y) € D nugta uchun §(51)

Z—qo(xy) -

Y(x.y)
= <p<{c,y>f(x' 2 / \\\\\

aniq integral mavjud bo‘lsa, u holda

8.42-rasm
Y(xy)
ff dxdy | f(x,y,2z)dz (8.70)
px,y)
takroriy integral ham maVJud va
Y(x,y)
fff f(x,y,z)dxdydz = ff dxdy (f | f(x,y,2z)dz (8.71)
o (xy

tenglik o° r|nI| bo‘ladi.

Mulohaza. Agar 8.4-Teoremadagi I integral uchun 8.3-Teoremaning
shartlari o‘rinli bo‘lsa, uni dastlab y bo‘yicha, so‘ngra x bo‘yicha olinadigan
takroriy integral ko‘rinishida tasvirlash mumkin bo‘ladi. Bu holda (8.71)
tenglik

b y2(x) YY)

fff f(x,y,2)dxdydz = [dx [ dy [ f(x,y,2z)dz (8.72)
a yi(x) exy)
ko‘rinishni oladl.

Agar Q fazoviy soha Oy o‘qi yoki Ox o‘gi yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri
soha bo‘lsa, (8.71) formulada x, y, z o‘zgaruvchilarning o‘rni almashtirilib,
uch o‘Ichovli integralni boshqa tartibdagi takroriy integralga keltirish mumkin.

Mulohaza. Agar Q fazoviy soha hech bir koordinata o‘gi yo‘nalishi
bo‘yichato‘g‘ri bo‘Imasa, bu sohani har biri hech bo‘Imasa bitta o‘q yo‘nalishi
bo‘yicha to‘g‘ri bo‘ladigan gismlarga ajratish kerak. So‘ngra har bir bo‘lakka
8.4-Teoremani go‘llab integral hisoblanadi va uch o‘lchovli integrallarning 3-
xossasi go‘llanilsa, hisoblangan integrallarning yig‘indisi berilgan uch
o‘lchovli integralning giymatini beradi.
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8.15-Misol. O = {(x,y,z) € R%:x € [a,b],y € [c¢,d],z € [0,h]} soha
bo‘yicha integrallash chegaralarini qo‘yamiz.

» Mazkur holda Q — qgirralari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan
to‘g‘ri burchakli parallelepipeddan iborat (8.43-rasm). Bu parallelepiped
barcha koordinata o‘glari yo‘nalishi bo‘yicha to‘g‘ri yopiq soha. Vertikal
to‘g‘ri chiziglar uning quyi va yuqori yoglarini z; = 0 va z, = h giymatlarda
kesib o‘tadi. Shuning uchun (8.71) formulaga ko‘ra

h
) £ [ f(x,y,z)dxdydz = fg dxdy { f(x,y,2z)dz

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda D = {(x,y) € R*:x € [a,b],y € [c,d]}
integrallash sohasi Oxy tekislikdagi to‘g‘ri to‘rtburchak. 8.2-Teoremani

go‘llab
b d h

fy f(x,y,z)dxdydz = fdxf dy{f(x,y,z)dz
a C
tenglikni hosil qilamiz. «

Z

h

\
d 0 1;
Ol . L 5T

y

—_

/
-

C
/ \\\B\ 1
X

8.43-rasm 8.44-rasm

8.16-Misol. QO ={(x,y,2) ER3x>0,y>0,z>0,x+y +z < 1}
tetraedr bo‘yicha integrallash chegaralarini go‘yamiz (8.44-rasm).

» () integrallash sohasi barcha koordinata o‘glari yo‘nalishi bo‘yicha
to‘g‘ri soha. Oxy tekislikning(x, y) nugtasidan o‘tuvchi to‘g‘i chiziq Q yopiq
sohani quyidan (x,y,0) nuqgtada va yuqorida x +y + z = 1 tekislikning
(x,y,1—x—1vy) nugtasida kesib o‘tadi. Q sohaning Oxy tekislikka
proyeksiyasi

<y

D ={(x,y) e R:x € [0,1],x +y < 1}
uchburchak bo‘ladi. Bu D sohada Oy o‘qga parallel to‘g‘ri chiziglar uning
chegarasini y =0 va y =1 — x to‘g‘ri chiziglarda kesib o‘tadi. Shuning
uchun (8.72) formulani va 8.3-Teoremani go‘llasak, uch o‘Ichovli integralni
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1 1-x 1-x-y

fgfzf f(x,y,z)dxdydz ={dxf0 dy {) f(x,y,2)dz

ko‘rinishda tasvirlash mumkin. <

8.17-Misol. Uchlari Ox va Oy o‘glarning ham manfiy ham musbat
tomonlarida, Oz o‘qda esa fagat musbat tomonida koordinata boshidan bir
birlik uzoglikda yotuvchi nugtalarda bo‘lgan Q —piramidaning hajmini toping
(8.45-rasm).

» Mazkur piramidaning Oxz va Oyz tekisliklarga nisbatan
simmetrikligi tufayli, pirmidaning birinchi oktantdagi qismining hajmini
hisoblaymiz va natijani to‘rtga ko‘paytirib gidirilayotgan hajmni topamiz.
Birinchi oktantdagi gism uchun uch o‘lchovli integral 8.16-Misolda garaldi.
Shunday qilib

x/ 1 8.45-rasm

1 1-x 1-x-y 1-x

V= ,ﬂ]dxdydz_.4fdxf dy f dz_.4fdxj‘[zﬁ *dy =

1 1—x 1 1 1-x
—4fax ] (1—x—y)dy=4f<(1—x)y—§y2> dx =
0 0 0
0
11 2 L2
Al 21— 2y = — 213 =22 <«
4{ 2(1 x)%dx 3(1 x) =3

8.8. Uch o¢Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish

Fazoda egri chizigli koordinatalar. Oxyz fazoning £ sohasi Ouvw
sohaning G sohasiga
u=p,y,z2),
v=qx,vy,2z), (8.73)
w=r(xYy,2)
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formulalar yordamida akslantirilsin. Bunda 2 sohaning df chegara sirti G
sohaning dG chegara sirtiga akslantiriladi.
(8.73) akslantirish o‘zaro bir qgiymatli bo‘lganligi tufayli ixtiyoriy
(u, v,w) € G nuqgta uchun
x =gu,v,w),
y = h(u,v,w), (8.74)
z=1l(uv,w)

tengliklarni ganoatlantiruvchi g, h, [ funksiyalarni topish mumkin.

Demak, (u, v, w) sonlar uchligining berilishi (x, y, z) sonlar uchligining
berilishi bilan teng kuchli ekan, shu sababli u, v va w giymatlarni (x,y, z)
nugtaning fazodagi egri chizigli koordinatalari deb ataladi.

Egri chizigli koordinatalardan bittasi o‘zgarmas bo‘ladigan nugtalarning
geometrik o‘rniga bu koordinataning koordinata sirti deb ataladi. u, v va w
koordinatalarning har biri uchun koordinata sirtlarining butun bir oilalari
mavjud bo‘lishi ravshan. Bunda £ sohaning har bir nuqtasi orgali har bir
oilaning bitta koordinata sirti o‘tadi.

Fazodagi egri chizigli koordinatalarga misol sifatida silindrik
koordinatalarni ko‘rsatish mumkin. Ular qutb radiyus (r = 0), qutb burchak
(—m < @ < m) va applikata (—oo < z < 4+00) deb nomlanadi va fazodagi M
nuqtaning holatini to‘liq tavsiflaydi (8.46-rasm).

(8.74) formulalar silindrik koordinatalar uchun

X =7 CO0SQ,
{y =rsing, (8.75)
- - - Z = Z
ko‘rinishda bo‘ladi.
ZA /":M M\ 12
4 38 R Z
p 0 S y
nk ]
SNKY X
X 0 17 J
8.46-rasm 8.47-rasm

Silindrik koordinatalar uchun koordinata sirtlari:
1) r qutb radiusi uchun applikata o‘giga parallel bo‘lgan to‘g‘ri doiraviy
silindrlardan iborat bo‘ladi;
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i) @ qutb burchagi uchun applikata o‘qi bilan chegaralangan yarim
tekisliklardan iborat bo‘ladi;

i) z applikata uchun applikata o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan
tekisliklardan iborat bo‘ladi.

Fazodagi egri chizigli koordinatalarga yana bir misol sifatida sferik
koordinatar deb atalauvchi p, 8, ¢ uchlikni ko‘rsatish mumkin, bunda ular
radius (p = 0), kenglik(0 < 8 < ) va uzoglik(—m < ¢ < m) deb nomlanadi
(8.47-rasm).

(8.74) formulalar sferik koordinatalar uchun

X =psinfcosoy,
y = psinfsing, (8.76)
Z = pcos?o.

ko‘rinishda bo‘ladi.

Sferik koordinatalar uchun koordinata sirtlari:

1) p radius uchun markazi koordinatalar boshida bo‘lgan sferalardan
iborat bo‘ladi;

i1) @ kenglik uchun uchi koordinatalar boshida va o‘qi applikatalar o°qi
bilan ustma-ust tushadigan konuslardan iborat bo‘ladi;

i) ¢ uzoglik uchun applikatalar o‘qi bilan chegaralangan yarim
tekisliklardan iborat bo‘ladi.

Wi
w+Awp. A,

u 8.48-rasm 8.49-rasm

Egri chizigli koordinatalarda hajm elementi. ¢ sohada Ouv, Ouw,
Ovw koordinata tekisliklariga parallel bo‘lgan uch juft tekisliklardan hosil
gilingan va qirralari Au, Av, Aw bo‘lgan elementar to‘g‘ri to‘rt burchakli
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parallelepipedni olamiz (8.48-rasm). Bu parallelepipedning hajmi Aw = Au -
Av - Aw tenglik bilan hisoblanadi.

(8.74) akslantirishda bu parallelepiped umumiy holda egri chizigli olti
yoqga o‘tadi (8.49-rasm). Bunda parallelepipedning u = const tekislikda
yotuvchi A;A,A3A, yogiga 2 sohadagi B,B,B;B, sirt mos keladi, u +
Au —tekislikda yotuvchi AsAgA;Ag to‘g‘ri to‘rt burchakka BsBgB;Bg Sirt
mos keladi va hokazo. G sohadagi parallelepipedning o‘lchovlari yetarlicha
kichik bo‘lganda unga mos keluvchi oltiyogni ham taqriban B, Bs, B; B, va

B, B, vektorlardan yasalgan parallelepiped deb garash mumkin. Endi bu
vektorlarni (8.74) akslantirishlar orgali ifodalaymiz.

B;Bs vektor Au orttirmaga mos keladi va shu sababli uning
koordinatalari uchun

B,B: {agA o pu S }
155 X ou " au " au
tagribiy tenglikni hosil gilamiz. Xuddi shu singari B; B, va B; B, vektorlar

uchun

BB, {agA o alA}

S PP e s |

BB, {ag aw, 2 A alA}

1747 ow W'aw W'OW W

tagribiy tengliklarni yozish mumkin. Ma’lumki B;Bs , B;B, va B;B,

vektorlardan tuzilgan parallelepipedning AV hajmi bu vektorlar aralash

ko‘paytmasining absolyut giymatiga teng:

agA ahA azA

ou ¢ du ¢ du ¢
d oh ol

AV = |B1BSBlBZBlB4| ~ —gA‘U —Av —Av| =

dv av dv

dg oh dl

Ju Jdu Jdu

= dg oh ol AulAvAw.

dg dh 0l
ow Jdw Jdw




So‘ngi tenglikdagi

J(u,v,w) =

oh 0l

Ju ou Jdu
dg dh 0l

Jv Jdv 0v
dg dh 0l

ow ow Jdw

determinant g(u,v,w),h(u,v,w) va l(u,v,w) funksiyalarning yakobiyani
deb ataladi. Shunday qilib yuqorida aytib o‘tilgan og‘ma parallelepiped hajmi
AV = [J(u,v,w)|AuAvAw (8.77)
formula bilan hisoblanadi. Shuning uchun egri chizigli koordinatalarda hajm

elementi deb

miqdorga aytiladi.

dV = |J(u,v,w)|dudvdw

Bu natijani silindrik va sferik koordinatalarga tadbiq gilamiz.
1) (8.75) tengliklar bialn aniglanuvchi silindrik koordinatalar uchun

J(r,@,z) =

ag

ag

ag

ar
dh

dp
oh

0z
oh

ar
ag
or

dp
oh

¢

0z
ol

az

cos —rsing 0
sing rcose 0
0 0 1

='r"

har doim r > 0 bo‘lganligi uchun silindrik koordinatalarda hajm elementi
dV = rdrdedz

tenglik bilan hisoblanadi.
2) (8.76) tengliklar bilan aniglanuvchi sferik koordinatalar uchun

dg

dg dg

dp
oh

20 dop
dh 0h

](p, 0, (P) =

260 do
oh 0l

20 dop

sinf cos@ pcosO cos@ — psinf sin @
= [sin@sing pcosOsing psinbcosy|=
cos 6
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Bu miqgdor har doim nomanfiy bo‘lganligi uchun sferik koordinatalarning
hajm element
dV = p?sin 6 dOdedp
bo‘ladi.
Olingan natijalarning geometrik tasviri 8.50 va 8.51-rasmlarda
tasvirlangan.

8.50-rasm 8.51-rasm

Uch o‘lchovli integralda o¢zgaruvchilarni almashtirish. (8.77)
formuladan 2 sohaning hajmi uchun
V.Q - fff |](u, v, W)ldUdvdW (878)
G

Endi ikki o‘chovli integraldagi singri mulohaza yuritib, uch o‘lchovli
integralda o‘zgaruvchilarni almashtirishning

fgf f(x,y,2z)dxdydz =
= JIf f(g(u, v, w), h(u,v,w), 1(w, v, w)|J (w, v, w)|dudvdw  (8.79)
G

umumiy formulasini hosil gilamiz.
Silindrik va sferik formulalar uchun (8.79) formula

[I] f(x,v,2)dxdydz = [[[ f(rcos @,rsin ¢, z)rdrdedz
Q2 G
0 oy, s -
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= [[] f(psin@cos@,psinbcosq,pcosB)p?sin Bdpdedd
0

ko‘rinishda bo‘ladi.

Uch o‘lchovli integrallarni hisoblashda ba’zan umumlashgan sferik
koordinatalardan foydalanish qulay. Ular dekart koordinatalari bilan

X =apsinfcose,y =bpsinf cosp,z=cpcosb (8.80)
formulalar orgali bog‘langan. Yarim o‘qglari a,b,c bo‘lgan ellipsoidning
x?/a® +y?/b?>+2z%/c? =1 tenglamasi bu koordinatalarda p =1
ko‘rinishda bo‘lishini osongina tekshirish mumkin. Hajm elementi esa
dV = abcp?sin 8dpdedo

tenglik bilan hisoblanadi.

8.18-Misol. [[f y?dxdydz integralni hisoblang, bu yerda Q2 =

0

{(x,y, z):z <3,z > m}

» D integrallash sohasi z? = x? + y? doiraviy konusning z > 0 yarim
fazoda yotuvchi va z = 3 tekislik bilan chegaralangan ichki gismi (8.52-rasm).
Bu holda silindrik koordinatalarga o‘tish qulay.z = {/x2 + y2tenglamadaz =
3 bo‘lganda x2? + y? =9 tenglamani hosil gilamiz. Shuning uchun
integrallash sohasining Oxytekislikdagi proyeksiyasi markazi koordinatalar
boshida va radiusi 3 bo‘lgan doiradan iborat. Demak, qutb radiusi va burchagi
0<r<30<¢ < 2m kesmalarda o‘zgarar ekan. Konusning garalayotgan
gismining z =./x%2+y? tenglamasi silindrik koordinatalarda z =
r ko‘rinishda bo‘ladi. Shuning uchun z applikata r <z < 3 kesmada
o‘zgaradi. Integral ostidagi funksiya silindrik koordinatalarda y? = r? sin? ¢
ko‘rinishda bo‘ladi. Shunday q|I|b topllganlarnl (8.79) formulaga qo‘yib,

fffyzdxdydz —f d(pf drfr sin? g rdz =
21 3 3 Zn 3
= [do[dr[r3sin?@dz= [ dof (r3sin?¢ - z|3)dr =
o o0 T 0 0

3

2T 3 2T 3T4 TS
=fd<p£(r3sin2go(3—r)dr={) sinz(p-<T—?) do =
0
_@}’Tsm p _243}”1—c052<pd 243< _sm2<p)2”_
PP =204 " 2 =20\ "2,
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= = 12,15
T 0 ST An

qiymatni hosil gilamiz. <«
8.19-Misol. [[[ yzdxdydz integralni hisoblang, bu yerda Q2 =
Xp)

{(x,y,z):y >0, z>Jx2+y2, x?+y*+2z%2 < 4}.

Z“

ZA

8.52-rasm g 8.53-rasm
» Integrallash sohasi x% + y? + z% < 4 sharning z? = x? + y? konus
bilan kesib olingan gismining y > 0vaz = 0 yarim fazolarning umumiy
gismida yotuvchi bo‘lagi (8.53-rasm). Soha sharning gismi bo‘lganligi uchun

sferik koordinatalarga o‘tgan qulay. Bunda 8 —kenglik nuqta z = /x? + y?
konusda yotganda eng katta 6; = arctg 1 = m/4 giymatiga erishadi. Shuning
uchun 8 —kenglik 0 < 6 < /4 kesmada o‘zgaradi. Integrallash sohasining
Oxy tekislikdagi proyeksiyasi markazi koordinatalar boshida vay > 0 yarim
tekislikda yotuvchi yarim doira, shuning uchun ¢ —uzoglik 0 <@ <m
kesmada o‘zgaradi. Sferaning radiusi 2 bo‘lganligi uchun p —radius 0 < p <
2 kesmada o‘zgaradi. Integral ostidagi funksiya sferik koordinatalarda yz =
p? sin @ cos O sin ¢ ko‘rinishda bo‘ladi. Shunday qilib, topilganlarni (8.79)
formulaga qo‘yib,
T /4 2

[[] y?dxdydz = [ do [ d6] p?sin¢@sin6 cosf p?sinfdp =
0 o 0 0
T T/4 2
= [de [ d8f p*sin@sin?0cosfdp =
o 0 0
/4

T 5 p5 327'[ 77:/4
= [do [ (singosin Hcose)—
0 0 5

do =?fdcpf sinwsin20c059d0=
0 0

2
0




_sr sin® 0] B2 i = BV 16v2
—Sosmcp el <p—15051n<p @ = 15cos<p0— T

gidirilayotgan integralning giymatini hosil gilamiz. <
8.20-Misol. [[[ zdxdydz integralni hisoblang, bu yerda integrallash
0

sohasi

x? y? z° 33 3
0= 1S —+—+—<4ys—2xy=-x22
{(X,Y,Z) _4+9+16_4,y_ > x,y_zx,z_O}
to‘plamdan iborat (8.54-rasm).
» Integrallash sohasi ellipsoidaning gismi, shuning uchun umumlashgan sferik

koordinatalarga o‘tamiz: x = 2psinfcos¢g , y =3psinfsing , z=

4p cos 6.
Integrallash sohasini chegaralovchi ellipsoidlarning
xZ yZ ZZ x2 y2 ZZ
—_— —_— —_— 1, — — _— =
4 * 9 * 16 4 * 9 * 16

Tenglamalaridan p —radius uchun 1 < p? < 4yoki 1 < p < 2 o‘zgarish
kesmasini hosil qilamiz. Sohaning Oxy
tekislikdagi proyeksiyasi x2/4 + y%/9 < 4
ellipsning y = 3x/2 va y = 3v/3x/2 to‘g-ri
chiziglar orasidagi gismidan iborat. Birinchi
to‘g‘ri  chizigning tenglamasini  yangi
koordinatalarda yozamiz:

3psin@sing = 3-2psinfcose /2,
uni soddalashtirib tgep = 1 tenglikka ega
. x bo‘lamiz. Ikkinchi to‘g‘ri chizig uchun

8.54-rasm 3psinfsing = 3V3-2psinb cos ¢ /2

va bu yerda ham soddalashtirib tge =+/3 tenglikni hosil gilamiz.
Demakarctg 1 = /4 < ¢ < arctgV/3 = m/3, ya’ni ¢ —uzoglik m/4 < ¢ <
/3 kesmada o‘zgaradi. z > 0 bo‘lganligi uchun 8 —kenglik 0 <6 < /2
kesmada o‘zgaradi. Integral ostidagi funksiya umumlashgan sferik
koordinatalarda z = 4p cos 8 ko‘rinishda bo‘ladi. Almashtirish yakobiyani
moduli esa |J(p, 8, @)| = 2 -3 - 4p?sin @ = 24p?sin O ga teng. Topilganlarni
berilgan integralga go‘yib

ZA
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/3 /2 2

fff zdxdydz = f dqof d9f 4p cos B - 24p?sinfdp =

/4 0
/3 m/2 2 /3 /2 ,04 2
=96 [ d(pf dpr sinf@cos@dp =96 [ do[ sinfcosfd—| db =
/4 /4 0 41,
m/3  m/2 /3 .
sin? 6"
=24 - 15fd<pf sinfcos@dd =24-15 [ d(p=
/4 /4 2 0
_ 2415 /3 T
dp =12-15(=-——-) =15
2 nfM = (3 7) = 157

integralning giymatini topamiz. <

8.9. Uch o‘chovli integralning tadbiqglari

Jismning massasini hisoblash. Uch o‘lchovli integralga keltiriladigan
masala sifatida biror £ soha nuqtalarida massa tagsimlanishining u(x,y, z)
zichlik funksiyasi berilgan bo‘lsa, bu jismning massasi

m = [[ u(x,y, z)dxdydz
Q

(8.81)

formula bilan hisoblanishini ko‘rgan edik. Biz bu yerda u(x, y, z) funksiyani

) sohada uzluksiz deb faraz gilamiz.

8.21-Misol. 2 = {(xy,z)4< x—+ 9x>0y>00<z<2}

soha nugtalarida massa u(x,y,z) = (x + y)z zichlik funksiyaga ko‘ra
tagsimlangan bo‘lsa, uning m massasini toping (8.55-rasm).

» Soha elliptik silindrning gismi, shuning
uchun x = 3rcos¢e, y = 2rsin¢g, z=z deb
o‘zgauvchilarni almshtirish qulay. Jism x?/
9+ y2/4=4va x%/9+ y?/4 =9 elliptik
silindrlar oralig‘ida joylashganligi tufayli, bu
tenglamalarni  yangi koordinatalarga
o‘tkazsak 4 <r?<9 bo‘ladi, yani
r — radius 2 < r < 3 kesmada o‘zgaradi. 2
sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi x2/
9+ y%/4=4va x2/9+y%/4 =9 ellipslar
oralig‘idagi sohaning birinchi chorakda yotgan
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bo‘lagidan iborat. Shu sababli ¢ — qutb burchagi uchun o‘zgarish kesmasi
0 < ¢ <m/2bo‘ladi. Zichlik funksiyasi yangi koordinatalarda u(x,y,z) =
(x +y)z = (3cos¢ + 2sing)rz, yakobiyan moduli esa |J(r,¢,z)| =2
3r = 6r ko‘rinishda bo‘ladi. Topilganlarni (8.81) formulaga qo‘yib,
m/2 3 2
m = [[[ (x + y)zdxdydz = 6 [ do[ dr[ (3cos¢ + 2sin)r?zdz =
Q 0 2 0
2
dr =

0

/2 3 72
=6/ dgof(3cos<p+25ing0)r27
0o 2

/2 3
=12 deJ (3cosp + 2sin@)ridr =
?‘E/Z ? 3
r
=12 (3cos¢ +25in<p)?
0

3
do =
2

197'[/2
=12-? [ (3cosp +2sing)dy =
0

/2
= 380

19
=12 -?(BSincp — 2cos @)
0
jismning massasini topdik. <«

Jismning koordinata tekisliklariga nisbatan statik va inersiya
momentlari. Yassi figuraning statik va inersiya momentlarini hisoblash va
og‘irlik markazining koordinatalarini topish ikki o‘lchovli integral yordamida
amalga oshirilgan edi. 2jismning koordinata tekisliklariga nisbatan statik va
inersiya momentlarini hisoblash uch o‘lchovli integral yordamida bajariladi.

0 jism nugtalaridagi zichlik u(x, y, z) funksiya bilan berilgan bo‘lsa, bu
jismning Oxy tekislikka nisbatan statik va inersiya momentlari mos ravishda

Sy = /I zu(x,y, z)dxdydz (8.82)
o)
Ly = JIf z%u(x,y, z)dxdydz (8.83)
o)

formulalar bilan hisoblanadi.
Xuddi shu singari Oyz va Oxz tekisliklarga nisbatan bu momentlar

Syz = f(flf xu(x,y,z)dxdydz, Sy, = fsflf yu(x,y, z)dxdydz;
Iy, = f(flf x*u(x, y, z)dxdydz, I, = féf yiu(x,y, z)dxdydz

formulalar bilan hisoblanadi.
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Jism og‘irlik markazining koordinatalarini topish. Jism og‘irlik

markazining koordinatalri

S S
o= VeSS Ze=on (684
formulalarga ko‘ra topiladi. (8.81) va (8.82) formulalarni inobatga olsak bu
formulalar
f(flf xu(x, y, z)dxdydz f{flf yu(x,y, z)dxdydz
Xc Y

" I Gy, Ddxdydz

Z

ko‘rinishni oladi.

8.22-Misol.z = x2 + y2,z=1—x? — y?
paraboloidlar bilan chegaralangan, birinchi
oktantda yotuvchi 2 jism nuqtalaridagi zichlik
nuqta koordinatalri ko‘paytmasiga propordional
bo‘lsa, bu jismning koordinata tekisliklariga
nisbatan statik momentlarini hisoblang va
og‘irlik markazining koordinatalrini toping
(8.52-rasm).

» Sohani chegaralovchi sirtlar tenglamasida
x va y ozgaruvchilar kvadratlarining yig‘indisi
gatnashgan, shu sababli oz’garuvchilarni
silindrik koordinatalar bilan almashtirish qulay:
X =1cos@,y =rsing, z= z. Soha yugoridan

" I uGey,2)dxdydz”
JIf 2, ,2)dxdydz
_ 0
“ I ey, 2)dxdydz

\Z

S
<y

8.52-rasm

z =1—x% — y?sirtbilan, quyidan esa z = x? + y? sirt bilan chegaralangan,
ya'ni x2+y? <z<1-x%—1y2 Bu yergayangi o‘zgaruvchilarni kiritsak

r? <z <1 —7r?bo‘ladi. Sohaning Oxy tekislikdagi

proyeksiyasi markzi

koordinatalar boshida va radiusi 1/+/2 bo‘lgan doiraning birinchi chorakda
yotgan gismidan iborat, shuning uchun 0 < @ <m/2 va 0 <r <1/42
bo‘ladi. Shartga ko‘ra zichlik funksiyasi u(x,y,z) = kxyz va uning yangi
koordinatalrda kxyz = krcosprsing z = kr?cos@sing z Ko‘rinishda
bo‘ladi. Topilganlarni (8.81) formulaga qo‘yib, jismning massasini topamiz:
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m/2  1/N2 142
m = [[[ u(x,y,2)dxdydz =k do [ dr [ r?cosqsingzrdz =
Q 0 0 2
/2 1/v2 1r_r2
=k[ cosgsinpdyp- [ dr [ r3zdz=
0 0 T2

1 /2 1/V2 1 1-72 11/\/5
=k§sin2<p - 1"3522 dr=ka r3((1—71%)2% —rYdr =
0 0 r? 0
AL 1t o\
=k_ 3—2 5 d =k— _ = —;
Gl 4(4 3)0 1oz

Xuddi shu singari statik va inersiya momentlarini hisoblaymiz.
/2 1N2 12

Sey = JI] zu(x,y,z)dxdydz =k [ do | dr [ r?cos@singz?rdz =
o) 0 0 2
m/2 1/v2 1—:2
=k/[ cospsinpdo- [ dr | r3z%dz=
0 0 T2
/2 1/V2 1 1-r2 11/\/5
[ r3=28 dr=k= [ r3((1 =123 —r%dr =
o 3 I 6 o

AL
= kg [ @3 =3r5+3r7 =2rdr =
0
11

r¥ r6 38 10 V2
L T A =k
( * ) 3840

Syz = fsfzf xu(x,y,z)dxdydz =

/2 1/N2 12
= [ do [ dr [ r*cos@singrcosgzrdz =
0 0 r?

_kl s 2
= 2Slrl(p

0

m/2 1N2  1-42

=k cos?@sinpdp- | dr [ r*zdz=
0 0 2

1—7r2 1/‘%

/2 N2 g 1 2
dr =k— fr4((1—r2) —r4)dr=
6 0

: 422
{rzz

1
= —k§cos3 ®

2

0 T
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1/v2

A 1(r5 217
= — 4—2 6 = - = — =
k6{)(r r®)dr k6<5 7>0
1 1 1

~*8 702 ‘a0z
Suz = fffzf yu(x,y,z)dxdydz =
/2 1N2 12
= [ do [ dr fz r?cos@sin@rsing zrdz =
0 0 r

/2 1/V2  1-¢2
=k/[ sinpcospde- [ dr [ r*zdz=
0 0 r2
1 71'/2 1/\/5 1 1—7"2 1 1 1
= k —sin3 - r4—z2 dr=k—-——=k .
370 4, {) 2 |2 6 70v2 42042

Topilganlarni (8.84) formulalarga qo‘yib, jism og‘irlik markazining
koordinatalarini topamiz:

k— k—
L vz _ _420¥2 _ 16 -y _Sxz _ _420v2 _ 16
©m ki 35v2° 7 m ki 35v2°
192 » 192
. _Sw _k3gag _33
©m 1 60
192

Jismning shakli va zichlik funksiyasi x va y o‘zgaruvchilarga nisbatan
simmetrikligi tufayli og‘irlik markazining abssissasi va ordinatasi teng. <

Nazorat savollari
1. Ikki o‘lchovli integral tushunchasiga keltriladigan masala: silindrik jism
hajmini hisoblash hagida masala.
2. Ikki o°zgaruvchili funksiyaning biror soha bo‘yicha integral yig‘indisi
ganday tuziladi.
3. Ikki o‘Ichovli integralning ta’rifini bayon qiling.
4. Ikki o‘lchovli funksiyaning quyi va yuqori Darbu yig‘indilari ganday
tuziladi.
5. Ikki o‘Ichovli integralning xossalarini bayon giling.
6. Ikki o°zgaruvchili funksiyaning biror sohadagi o‘rta qimatiga ta’rif bering.
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7. Ikki o‘lchovli integralni to‘g‘ri tortburchak soha bo‘yicha hisoblash
formulasini yozing.

8. Ox yoki Oy o‘q yonalishi bo‘yicha to‘g‘ri soha ta’rifini keltiring.

9. Ikki o‘lchovli integralni ixtiyoriy soha bo‘yicha hisoblash formulasini
yozing.

10. Tekislikdagi nugtaning egri chiziqli koordinatalariga ta’rif bering.

11. x(u, v) va y(u, v) funksiyalarning yakobianiga ta’rif bering.

8. Ikki o‘Ichovli integralda o‘zgaruvchilarni almashtirish formulasini yozing.
13. Qutb koordinatalarida ikki o‘lchovli integralni hisoblash formulasini
yozing.

14. Yassi figuraning yuzini ikki o‘lchovli integral yordamida hisoblash
formulasini yozing.

15. Fazoviy sirt yuzini ikki o‘lchovli integral yordamida hisoblash formulasini
yozing.

16. Puasson integrali ganday hisoblanadi?

17. Yassi figuraning hajmini hisoblash formulasini yozing.

18. Yassi figuraning koordinata o‘qlariga nisbatan statik momentlari ganday
topiladi?

19. Yassi figuraning koordinata oglariga nisbatan inersiya momentlari ganday
topiladi?

20. Yassi figura og‘irlik markazining koordinatalari ganday topiladi?

Mashqlar.
Quyida berilgan Dsoha bo‘yicha olingan [ f(x,y)dxdy ikki o‘lchovli
D

integralni takroriy integral ko‘rinishida yozing:
1.D={(x,y):x < —|yl,x?+y2 < -2x}.2.D ={(x,y):y < —|x|,x* +
y2<-2y}13.D={(x,y):y<0,y=>2x2-9}.4.D ={(x,y):y = x%y <
16 — x2}. 5. D soha uchlari A(2,0), B(5,0), C(5,—6) nuqtalarda bo‘lgan
uchburchakning ichki gismi.
6. D soha uchlari A(0,0),B(3,2),C(4,1),D(3,—2) nugtalarda bo‘lgan to‘rt
burchakning ichki gismi.
Takroriy integrallarda integrallash tartibini o‘zgartiring:

4 2Vx 6 (x—6)?

7.{dx{) f(x,y)dy+£dx {) f(x,y)dy
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2 2x? 4 —(x—4)3
8-{dX{) f(x,y)dy+£dx {) f(x,y)dy

Takroriy integrallarni hisoblang:
3 Iny Voo Vm 1 1
9. [dy [ e*dx.10.f dx[ siny?dy.11.[ dx[ ye*¥dy.
2 0 0 X 0 0

Ikki oIchovli integrallarni hisoblang:
12.ff \/xy — y2dxdy, bu yerda D integrallash sohasi uchlari A(1,1), B(5,1),
D

C(10,2), D(2,2) nugtalarda bo‘lgan trapetsiyadan iborat.
13.f[ ydxdy, bu yerda D integrallash sohasi uchlari 0(0,0), A(1,1), B(0,1)
D

nuqgtalarda bo‘lgan uchburchakdan iborat.
14.ff ex2+ydxdy, buyerdaD = {(x,y):1<x <2,y <In2x,y =Inx}.
D

15.f (x + y?)dxdy, bu yerda D = {(x,y): |x| + |y| < 1}.
D

16.[[ xy?dxdy, buyerdaD = {(x,y):x <3,y < x,xy > 1}.
D

17. f[ /4 — x2 — y2dxdy, bu yerda D markazi koordinatalar boshida va
D

radiusi 2 bo‘lgan doiraning birinchi chorakdagi bo‘lagi.
18.f[ (x* + y?)dxdy, bu yerda D ushbu x? + y? = 4x, x*> + y> = 8x,y =
D

0, (y > 0) chiziglar bilan chegaralangan soha.

19.y% = 4x + 4vax + y = 2 egri chiziglar bilan chegaralangan figuraning
yuzini toping.

20.x2 + y? = 4 silindr sirtidan y? = 2(2 — x) silindr bilan kesib olingan
gismimning yuzini toping.

21. x% + z? = y? konus sirtidan y? = 2x silindr bilan kesib olingan
gismimning yuzini toping.

22. Katetlari OB =3 va OA =4 bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchak
shakldagi yassi plastinkaning nuqtadagi zichligi bu nugtadan OA katetgacha
bo‘lgan masofaga teng bo‘lsa, bu plastinkaning massasini toping.

Quyida berilgan D soha bo‘yicha olingan [[f f(x,y,z)dxdy uch
D

o‘lchovli integralni takroriy integral ko‘rinishida yozing:

23.D ={(x,9,2):x=0,y>0,z=>02x+y < 2,z<x*+y?+3}.

24.D = {(x,y,2):x=20,y>0,z=202x+3y<6,x+y+2z—5 <0}
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Takroriy integrallarni hisoblang:
1 2x Xty 1 y2 xP+y?

25fdxf dyf (x +y + z)dz. 26. fdyfdxf (1+ z)dz.

Uch 0 IchovI| integrallarni hlsoblang
27. [[] Vxdxdydz, buyerda D = {(x,y,2): x> + y? < 2x,0 < z < 2}.
D

28. [[f zv/x? + z2dxdydz, buyerda D = {(x,y,2): x* + 22 < y%,0 < y < 2}.
D

Quyidagi uch o‘Ichovli integrallarni silindrik yoki sferik almashtirishlar
yordamida hisoblang:

29.f[[ x?dxdydz,buyerda D = {(x,y,2):1 < x2 +y?> + 22 < 4,—z < y < z}.
D

2

30. [ff ydxdydz , bu yerda D = {(x,y,2):x >0,y > 0,x?> +y2 + 2% <

D
4,x% + y? + z% < 3z},
31. x? + y? 4+ z% < 4, z = 0 yarim sharning nugtadagi zichligi bu nugtadan
koordinata boshigacha bo‘lgan masofaga proporsional bo‘lsa, yarim shar
og‘irlik markazi koordinatalarini toping.

Javoblar.
1 VoaE
L[de [ floy)dy+ fdxf f(x,y)dy =
"2 =opa?
=[dy [ f(x,y)dx +fdy f f(x,y)dx.
S i 1T
2.[dx | f(x Y)dx+fdy | fleoy)dx =
-1 _1_J1—x2 -1-V1-x2
—1  N—2y-y? -y
=[dy [ f(x y)dy+fdxf f(x,y)dy.3. fdx f f(x,y)dy =
2 Ty ¥-9
0 Jy+9 2v2 16—x2 8 vy

=Jdy | fydy. 4 | dx | flxy)dy= fdy fff(x ,y)dx +

-9 - /y+9 —-22 x?

16 V16—y 5
+f dy J f(x,y)dx. 5fdx f f(xy)dy—fdy f f(x,y)dy.

- J16—y —2x+4 (4-y)/2
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3 2x/3 4 —x+5 o (y+11)/3

Gfdxf f(xY)dY+fdxf f(xy)dY—fdy | fCoy)dx +

-2x/3 3x—-11 -3y/2
1 (y+11)/3 2 —y+5 4 6y
+f dy 3f2 fx, y)dx+{dy I fxy)dx. 7fdy f f(x y)dx.
y/ y2/
g 4-3y
8.[ dy f f(x,y)dx.9.15.10.1. 11.e — 2.12.112/9. 13.1/3.
0 \/y_/z
2 In2x "
14.[dx [ e* tVdy = (e* —e)/2.
1 Inx
0 x+1 —-x+1
15. fdx | (x+y2)dy+fdx [ (x+y»dy=1/3.
-x—1 x—1
3 x
16. [ dx [ xy?dy = 716/45. 17.4m/3. 18.180m. 19.64/3. 20.32+/2. 21.
1 1/x

2-2x x? +y +3
24/21. 22. 6. 23fdxf dy f f(x,y,2)dz.

3 (6— 2x)/3 5—x— y

24. [dx [ dy [ f(x,v,2)dz. 25.19/8.26.7592/10395.
0 0 0

2 V2x—x2 2
27.[dx [ dy[+xdz=64v2/15.
0 0

—V2x—x2
2 y yi-x?

28.fdy [dx [ /x?+y?zdz=0.29.317/15. 30.13,5. 31.C(0,0,4/
0 -y _[yz—x2

5).
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IX BOB. EGRI CHIZIQLI INTEGRAL VA SIRT INTEGRALLARI

Integrallash sohasi biror egri chizig bo‘lgan aniq integralning
umumlashtirilishi egri chizigli integral deb ataladi.

9.1. I tur egri chizigli integral

Egri chiq yoyi uzunligi tushunchasi va tenglamalari turli xil ko‘rinishda
berilgan egri chiziglar uchun bu uzunliklarni hisoblash formulalaridan
foydalanib, to‘g‘ri chizig kesmasi bo‘ylab Kiritilgan aniq integral singari egri
chiziq bo‘ylab integral tushunchasini kiritish mumkin.

AB (yoki L) egri chiziq

{x = x(t),

y =y(0),
paramaetrik tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Agar x(t) va y(t) funksiyalar
[a, B] kesmada uzluksiz x'(t), y'(t) hosilalarga ega va bu hosilalar ana shu
kesma nuqgtalarida

a<t<pf

[x' O +[y'®©]* >0
tengsizlikni ganoatlantirsa, AB egri =,
chizig silliq egri chizig deb ataladi.
Agar [a, ] kesmaning chekli sondagi
nuqtalarida bu hosilalar mavjud
bo‘lmasa yoki ikkala hosila bir vagtda i [-----5/4--=-------- ,
nolga aylansa, egri chiziq bo ‘lakli sillig |
deb ataladi. f(x,y) funksiya AB egri
chizig yotgan biror D sohada
aniglangan va uzluksiz bo‘lsin. 0

AB egri chizigni Ay = A, Ay, 9.1-rasm
..,A4, = B nugtalar yordamida n ta
elementar yoylarga ajratamiz. Bu bo‘linishni T = {4y, 44, ..., A} orqali,
A;_1A; yoy uzunligini As; orgali va bu uzunliklarning eng kattasini A = A(T)
orgali belgilaymiz. Har bir yoyda ixtiyoriy ravishda M;(x;,y;) nugtani
tanlaymiz (9.1-rasm).

Quyidagi yigindini tuzamiz:

hYEROIY 9.)

va uni f(x,y) funksiyaning AB_egri chiziq bo‘ylab integral yig‘indisi deb
ataymiz.
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9.1-Ta’rif. Agar eng katta A yoy uzunligi nolga intilganda: A = 0 ( u
holda n — oo bo‘ladi), (9.1) integral yig‘indilar chekli limitga intilsa va bu
limit AB egri chizigni T bo‘lishlariga va M;(x;, y;) nugtalarning tanlanishiga
bogliqg bo‘lmasa, uni biz f(x,y) funksiyaning AB egri chiziq uzunligi
bo ‘ylab integrali yoki I tur egri chizigli integral deb ataymiz va uni
[ f(x,y)ds (yoki [ f(x,y)ds) orqali belgilaymiz.

AB L

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra

[ fGey)ds = lim 3. £, y)As;. 92)
AB =1

Bu holda f (x, y) funksiya AB egri chiziq bo‘ylab integrallanuvchi, AB
egri chiziq integrallash konturi, A —integrallashning boshlang‘ich, B —esa
oxirgi nugtasi deb ataladi.

(9.1) integral vyig‘indi AB egri chizigdagi yo‘nalishga bog‘lig
bo‘lmaganligi tufayli | tur egri chizigli integral ham egri chizigdagi
yo‘nalishga bog‘liq bo‘lmaydi. AB egri chizig yopiq bo‘lmasin, BA egri
chizig ham xuddi shu egri chiziq deb tushuniladi, fagat yo‘nalish B nugtadan
A nugtaga garab yo‘nalgan deb hisoblanadi. U holda

| fG,y)ds = [ fx,y)ds (9.3)
AB BA

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Fazoviy egri chiziq bo‘ylab integral ham xuddi shu singari kiritiladi. AB
fazoviy egri chiziq yotgan £ sohada f(x,y, z) funksiya aniglangan bo‘lsin.
AB egri chizigni Ay =A, A4, ..,A4, =B nuqgtalar yordamida A;_;4;
elementar yoylarga ajratuvchi T = {4y, A4, ..., A} bo‘linishni bajaramiz. Har
bir A;_{4;, (i = 1,2, ...n) yoyda M;(x;, y;, z;) hugtani tanlab,

n

_Zlf(xi:Yi; z;)As;
i

integral yig‘indini tuzamiz va_A(T) — 0 bo‘lganda limitga o‘tamiz, natijada
fazoviy AB egri chiziq bo‘ylab integral giymatini hosil gilamiz:
n

| f(x,y,2)ds = llim 2 [,y zi)Asy, (9.4)
AB —0j=1

bu yerda ham A;_;A; yoy uzunligini As; orgali va bu uzunliklarning eng
kattasini A = A(T) orqali belgilangan.
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9.1-Misol. Biror L sillig chizig bo‘ylab f(M) o‘zgaruvchan chizigli
zichlikka ega bo‘lgan massa tagsimlangan bo‘lsin. L chizigning m massasini
topilsin.

» L chizignin ta M;_;M;(i = 1,2, ...,n) gismlarga ajratamiz va har bir
gismda zichlik o‘zgarmas va biror nuqtadagi, masalan M; nugtadagi f(M;)
zichlikka teng deb faraz qilib, har bir gismning massasini hisoblaymiz. U holda

n

i§1f (M;)As;

yigindi m massaning giymatiga taqriban teng bo‘ladi, bu yerda As;
ko‘paytuvchi i — gismning uzunligi. L egri chizigni bo‘lishlar ganchalik
mayda bo‘lsa, xatolik ham shunchalik kichik bo‘lishi ravshan. A - 0 (1 =
miaXASi) bo‘lganda limitga o‘tsak, L chizigning anig m massasini hosil

qilamiz, ya’ni
n
m = lim Y f(M;)As;.
A-0i=1

Birog o°ng tomondagi limit I tur egri c_:hiziqli integraldan iborat. Demak
m = [ f(x,y)ds. <
L

9.2. | tur egri chizigli integralning mavjudligi

AB egri chizigda parametr sifatida A nugtadan hisoblanadigan s yoy
uzunligini olamiz (9.2-rasm), ya’ni egri chiziqdagi M nuqgtaning holati A
nugtadan M nugtagacha bo‘lgan s = AM yoy uzunligi bilan aniglanadi. U
holda AB egri chiziq

x=x(5),y =y(s) (0=<s5<syp) A
parametrik tenglama bilan ifodalanadi, egri S
chizig nuqgtalarida aniglangan f(x,y) funksiya
esa s argumentning murakkab f(x(s),y(s))
funksiyasiga o‘tadi.s; (i = 1,2,...,n) orqali s 9.2-rasm
parametrning egri chizigdagi A; bo‘linish nugtasiga mos keluvchi giymatini
belgilaymiz. U holda As; = s; — s;_; ekanligi ravshan. 5; orgali  esa s
parametrning M; nugtani aniglovchi giymatini belgilaymiz. Bu belgilash
uchun s;_; <§; <'s; tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Kiritilgan belgilashlardan
foydalanib, (9.1) integral yig‘indini

n

l_glf (x(8:), ¥(5:))As; (9.5)
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ko‘rinishda yozib olamiz.
Bu yig‘indi bir vaqgtning o‘zida f (x(s), y(s)) funksiya aniq integralining

integral yig‘indisidan iborat va
SAB

n
[ f(),y()ds = lim 5, £ (x(5), y(5:)Asi (9.6)
1=
tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda har doimgidek A = maxAs;. (9.2) va (9.6)
l

tengliklar o‘ng tomonlaridagi limitlar ostidagi yig‘indilar teng, shuning uchun

bu limitlar ham va demak chap tomonlari ham teng bo‘ladi. Shunday qilib,
SAB

AfB f(x,y)ds = {) f(x(s), y(s))ds (9.7)

va ulardan birining mavjudaligi ikkinchisining ham mavjudligini keltirib
chigaradi. Shuning uchun o‘ng tomondagi aniq integralning mavjudlik sharti
chap tomondagi | tur egri chizigli integral uchun ham mavjudlik shartini
beradi.

9.1-Teorema. Agar AB egri chiziq bo‘lakli silliq va f (x, y) funksiya AB
egri chizigda uzluksiz bo‘lsa,

J fx,y)ds
AB

| tur egri chizigli integral mavjud.

» ABegri chizigni aniglovchi x(s) va y(s) parametrik funksiyalar
[0,s45] kesmada uzluksiz bo‘lganligi uchun, f(x,y) funksiya AB egri
chiziqda uzluksiz bo‘lsa, murakkab funksiyaning uzluksizligi hagidagi
teoremaga ko‘ra f(x(s), y(s)) funksiya [0, s,5] kesmada uzluksiz bo‘ladi. U
holda 9.3-Teoremaga ko‘ra (9.7) tenglikning o‘ng tomonidagi aniq integral
mavjud, bu esa [ f(x,y)ds egri chizigli integralni mavjudligini

AB

ta’minlaydi. «
9.3. I tur egri chizigli integralning xossalari

Quyida | tur egri chizigli integralning asosiy xossalarini keltiramiz.
Ularning isbotini aniq integrallardagi singari (9.1) integral yig‘indining
xususiyatlaridan osongina Kkeltirib chigarish mumkin. Ularni tekshirib
ko‘rishni kitobxonga havola gilamiz.

1. 1 tur egri chizigli integral integrallash yo‘lining yo‘nalishiga bog‘liq
emas, ya’'ni
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[ fe,y)ds = [ f(x,y)ds.
AB BA

2. Agar f(x,y) funksiya AB egri chiziq bo‘ylab integrallanuvchi bo‘lsa,
¢ - f(x,y) funksiya ham integrallanuvchi bo‘ladi va

[c-flx,y)ds =c- [ f(x,y)ds, c = const
AB AB

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

3. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar AB egri chiziq bo‘ylab
integrallanuvchi bo‘lsa, f(x,y) £ g(x,y) funksiyalar ham integrallanuvchi
bo‘ladi va

J (Fle,y) £ g, y))ds = [ f(x,y)ds + [ g(x,y)ds
AB AB AB

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

4. Agar AB egri chizigni C € AB nugta yordamida AB = AC U CB, AC
va CB fagat bitta umumiy nuqtaga ega bo‘ladigan qilib ikki gismga ajratilsa,
AB egri chizig bo‘ylab integrallanuvchi f (x, y) funksiya uchun

AfB fx,y)ds = Afcf (x, y)ds + CfB f(x,y)ds

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

5. Agar AB egri chizig bo‘ylab integrallanuvchi f(x,y) va g(x,y)
funksiyalar AB chizigning ixtiyoriy nuqgtasida f(x,y) < g(x,y) tengsizlikni
ganotlantirsa,

J fl,y)ds < [ glx,y)ds
AB AB
bo‘ladi.
6. de = SyuB-
AB

7. (O‘rta giymat hagidagi teorema) Agar f(x,y) funksiya AB egri
chiziqda uzluksiz bo‘lsa, u holda bu chizigda shunday C(x.,yc) nugta
topildiki, bu nugta uchun [ f(x,y)ds = f(xc, yc)sap tenglik o‘rinli bo*ladi.

AB

9.4. | tur egri chizigli integralni hisoblash

Biz yuqorida I tur egri chizigli integralni hisoblashni (9.7) formula
yordamida aniqg integralni hisoblashga keltirildi. Birog bu formula amaliy
jihatdan unchalik qulay emas, chunki kamdan-kam hollardagina egri
chizigning paramateri sifatida yoy uzunligi olinadi.

Bo‘lakli sillig AB egri chiziq
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x = x(t),
{y ) @Stsp (9.8)
paramaetrik tenglama bilan berilgan bo‘lsin. U holda s yoy uzunligini egri
chizigning ixtiyoriy uchidan boshlab aniglash mumkin, biz bu holda
parametrning t = a qiymatiga mos keluvchi uchini boshlang‘ich nuqgta
sifatida gabul gilamiz. U holda t parametrning o‘sib borishiga s parametrning
o‘sishi mos keladi va egri chizig uzunligining differensiali uchun
ds =/ (x' ()% + (' (£))2de

formula o‘rinli bo‘ladi ((6.52) formulaga garang). Bunda t = a giymat A
nugtagava s = 0 giymatga, t = 8 giymat esa B nugtagava s = s,5 giymatga
mos keladi. (9.7) tenglikdagi aniq integralda s yoy uzunligi parametridan t
parametrga o‘tib, o‘zgaruvchilarni almashtirish mumkin. U holda bu tenglik

B
J fGoyyds = JFx@®), yO)W &' ()2 + (y'(0))2dt - (9.9)
ko‘rinishni oladi.
Agar yassi chiziq y = y(x), x € [a, b] funksiyaning grafigidan iborat
bo‘lsa, (9.9) formula

b
Afo(x, y)ds = £f(x,Y(X))\/1 + (' (x))*dx (9.10)

ko‘rinishda bo‘ladi. Agar egri chiziq x = x(y), y € [c,d] funksiya bilan
berilgan bo‘lsa

da
Afo(x, y)ds = {f(x(y),Y)\/l + (x'(y))*dy (9.11)

formulaga ega bo‘lamiz.

AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida r = (@), @ € [¢1, @5 ]
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. U holda dekart va qutb koordinatalarini
bog‘lovchi x =rcosep va y=rsing formulalarni, hamda qutb
koordinatalaridagi yoy uzunligi differensialining

ds = r2(p) + (' (9))?de
ifodasini inobatga olsak

P2
Afo(x,Y)dS = g{ f(rcosg,rsin@)r2(p) + (' (p)2de  (9.12)

formulani hosil gilamiz.
Fazoviy sillig AB egri chiziq
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x = x(t),
y=y(@), ast<p
z =z(t)
parametrik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, bu egri chizigda aniglangan va
uzluksiz f(x,y, z) funksiyaning (9.4) | tur egri chiziqli integrali
AfB f(x,y,2)ds =

B
= [ f@®,y@, 2N + 0/ + ()%t (9.19)
formulaga ko‘ra hisoblanadi. y4 B
9.2-Misol. [ (x + y)ds egri chizigli integralni
L

hisoblang, bu yerda L —uchlari A(1,0), B(2,2) va
€(0,1) nugtalarda bo‘lgan uchburchak konturi

(9.3-rasm).
» | tur egri chizigli integralning 4-xossasiga
ko‘ra y -
x+y)ds= | (x+y)ds+ | (x+y)ds+
.{ ( y) AfB( y) BJ-C( y) 9.3-rasm

+ [ (x + y)ds
CA

bo‘ladi. Har bir integralni alohida hisoblaymiz. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziq tenglamasiga ko‘ra kesmalar AB:y =2x—-2 (1<x<2),BC:y =
x/24+1 (0<x<2)vaCA:y=1—-—x (0<x<1) tenglamalarga ega
bo‘ladi. Ularning hosilalari esa mos ravishda AB:y' =2, BC:y' =1/2 va
CA:y" = —1 ga teng. Topilganlarni (9.10) formulaga go‘yib integrallarni
hisoblaymiz:

2 2
[c+y)ds = [ (x+2x —2)J1+22dx = V5[ Bx — 2)dx =
AB 1 1

3x? > 345
=\/§<T—2X> =

2
2 \/g 2
[(x+y)ds=[(x+x/2+1)J1+1/22dx = 7[ (3x/2 + 1)dx =
BC 0 0
* 55

_\/§3x2+
—o\72 T* 2

1

0
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f(x+y)ds=f1(x+1—x) 1+ (=1)2dx = V2 dx = V2.
cA 0 0
Demak,

f(x+y)ds—3\2/— 5V5 +2 = 4V5 + V2. <

2
9.3-Misol. { mds egri chizigli integralni hisoblang, bu yerda

L —vint chizig‘i deb ataluvchi burama chizigning birinchi buramasi (9.4-
rasm):

X =acost,

y =asint, 0 <t < 2m.
Z = ht,

AZ

~ <.
~

X 9.4-rasm 9.5-rasm

» Hosilalarni topamiz: x'(t) = —asint, y'(t) = acost, z'(t) = h. U
holda (9. 13) formulaga ko‘ra

z? h?t?

{ x?% + y? N {) a?(cos?t + sin? t)

_ e h?e® 2(cin2 2 2 4+ —

= {) 22 (cosZ ¢ + sin? t)\/a (sin?t + cos?t) + h2dt =

R R N R s - I

- a? f thde a? 3 . - 3a? '
9.4-Misol. {(x + y)ds egri chizigli integralni hisoblang, bu yerda

L — integrallash chizig‘i r = ./sin2¢ limniskata bargining birinchi
chorakdagi bo‘lagi (9.5-rasm).

Ja2(sin? t + cos? t) + h2dt =
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» Hosilani topamiz: r'(¢) = cos2¢ /,/sin2¢, hamda 0 < ¢ < m/2
ekanligini inobatga olib, (9.12) formulaga ko‘ra

/2 cos? 2¢
[(x+vy)ds= [ (rcose+rsing) [sin2¢ +— do =
L 0 sin 2¢

/2 1 /2 1
= [ r(cos¢ + sin @) do = [ r(cos¢ + sin <p);d<p =
0 0
/2
= [ (cos¢g +sing)dp = 2.4
0

sin 2¢

9.5. I tur egri chizigli integralning tadbiglari

Moddiy chizigning massasi. AB egri chizigda aniglangan u(M)
funksiya egri chiziq bo‘ylab tagsimlangan massaning zichligini bersin. AB
egri chizigni katta n € N sondagi A;_,4;,i = 1,2, ...,n elementar yoylarga
bo‘lganda, har bir A;_; A; yoyning barcha nuqtalarida zichlik o‘zgarmas va bu
yoyning ixtiyoriy M;(x;,y;) nugtasidagi u(M;) zichlikka tagriban teng deb
olish mumkin. As; orgali A4;_;A; elementar yoyning uzunligini belgilab, bu
yoy massasi uchun

m; = [.l(Mi)ASi, i=12,..,n
tagribiy tenglikni yozish mumkin. U holda AB egri chizigning m massasi
uchun

n
m = l_Zlu(Mi)Asi

tagribiy tenglik o‘rinli bo‘ladi. Elementar yoylarning As; uzunligi ganchalik
kichik bo‘lsa bu tagribiy tenglikdagi xatolik shunchalik kichik bo‘ladi.
Shuning uchun AB egri chizigning m massasi sifatida

n
m = lim Y, u(M;)As;
A—>0i=1
limitning giymatini olish mumekin.

Egri chiziq massasining mazkur ta’rifini [ tur egri chiziqli integral ta’rifi
bilan taggoslab
m = AfB,u(M)ds = AfBu(x, y)ds (9.14)
formulani hosil gilamiz. Fazoviy AB egri chiziq bo‘lganda uning massasi
uchun shunga o‘shash
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m= [ u(M)ds = [ u(x,y,z)ds (9.15)
AB AB

formula o‘rinli bo‘ladi.

9.5-Misol. Vint chizig‘ining P nuqtadagi u(P) zichligi bu nugtaning
radius-vektoriga praporsional bo‘lsa, chizig bitta buramasining m massasini
toping.

» Biz yuqorida bu chizigni garadik (9.4-rasm). Uning bitta buramasi
x=acost, y=asint, z=ht tengliklar va 0 <t < 2m shart bilan
P(x,y, z) nugtadagi zichlik esa shartga ko‘ra u(P) = kr = k+/x2 + y2 + z2
tenglik bilan aniglanadi, bu yerda k —praporsionallik koeffisiyenti. U holda
(9.13) va (9.15) formulalarga ko‘ra

m= [ u(x,y,2)ds = k[ Jx2 + y2 + z2ds =
L L

2T
= [ kfa® + e ¥ Ecds =
0

2
= k/a? + h? (%\/az + 1262+ —In (ht ++/a? + h2t2)>

2n
0

a’? 2mh++Va? + 4n2h?
= kv a? + h2 <n\/a2+4n2h2+2hln . ) <

Moddiy chizigning statik va inersiya momentlari va og¢irlik
markazining koordinatalari. Fazoviy AB egri cizigning zichligi u(x,y, z)
funksiya bilan berilgan bo‘lsin. AB chizigni Aq = A, A4,..., A, = B nuqtalar
yordamida uzunliklari As; bo‘lgan n ta A;_; A; elementar yoylarga bo‘lamiz.
Bo“linishlar shunchalik kichkki, bunda bitta elementar yoydagi zichlik
o‘zgarmas va u bu elementar yoyning M;(x;,y;, z;) nuqtasidagi u(x;,y;, z;)
zichlikka teng deb faraz gilamiz. Bu holda A;_;A; elementar yoyni uning
M;(x;,y;,z;) nugtasi bilan almashtirish mumkin va bu nuqgtada butun
u(x;, v;, z;)As; massa jamlangan bo‘ladi. Shuning uchun AB egri chizigning
Oxy, Oyz, Oxz tekislikliklarga nisbatan statik momentlarini

n n
SOxy ~ _lei'u(xi' yirzi)ASi’ SOyz ~ _lei:u(xi: yi»Zi)ASh SOxz ~
1= 1=

n
_21)’1'!1(951',3’1; z;)As;
1=
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tagribiy tengliklar bilan aniglash mumkin. Bu yerda ham A = max{As;} eng

1<isn
katta yoy uzunligini nolga intiltirib statik va inersiya momentlarini | tur egri

chizigli integral yordamida hisoblanuvchi

Soxy = [ 21(x,y,2)ds, Soy, = [ xu(x,y,2)ds,
AB AB

Soxz = Aj;gyﬂ(xr Y, Z)dS (9-16)

formulalarni hosil gilamiz. Xuddi shu singari mulohaza yuritib, AB egri
chizigning bu tekisliklarga nisbatan inersiya momentlar uchun mos ravishda

Ioxy = fZZ[,l(X,y,Z)dS, loyz = fxz,u(x,y, z)ds,
AB AB

loxz = AfB y2u(x,y,z)ds (9.17)
formulalarni hosil gilish mumkin.
AB egri chizigning Ox o‘qqga nishatan I, inersiya momenti I, = Ip,,, +
1o, tenglik vilan hisoblanadi, boshgacha qilib aytganda
I = [ (2% +y)u(x,y, z)ds (9.18)
AB

formula bilan hisoblanadi. Xuddi shu singari Oy va Oz o‘glarga nisbatan
inersiya momentlari uchun

I, = AfB(xz + z)u(x,y,z)ds, I, = AfB(x2 + yHu(x,y,z)ds (9.19)

formulalar o‘rinli.
AB egri chiziq C(x,, y., z.) og‘irlik markazining koordinatalari
SOyz _ SOxz _ SOxy

Xe = Ve = % =y

tengliklarga ko‘ra topiladi. (9.15) va (9.16) formulalarni inobatga olsak
AfB xp(x,y,z)ds Afou (x,y,2z)ds

x = ) = )
T Tuy.nds T Ju(xy, z)ds
AB AB

[ zu(x,y, z)ds
= 48 9.20
T T uy, 2)ds 5:20)
AB

formulalarga ega bo‘lamiz.

u(x,y) zichlik funksiyaga ega bo‘lgan Oxy tekislikda yotuvchi AB egri
chiziq uchun Ox va Oy o‘glarga nisbatan statik va inersiya momentlari mos
ravishda
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Sy = Jyu(e,y)ds, Iy = | y*u(x, y)ds,
AB AB
Sy = Afou(x,y)ds, I, = Afozu(x, y)ds
formulalarga ko‘ra hisoblanadi. Uning og‘irlik markazi koordinatalari esa
AfB xp(x, y)ds AfB yu(x, y)ds

X, = y Vo =
o Juloyds Y [ p(xy)ds
_ 4B AB
formulalar bilan topiladi.

9.6-Misol. x = cost, y = sint, z = t tengliklar bilan aniglanuvchi vint
chizig‘ining P(x,y,z) nugtadagi zichligi u(x,y,z) = kz funksiya bilan
aniglansa, chiziq birinchi buramasining og‘irlik markazi koordinatalarini

toping.
» Hosilalarni topamiz: x" = —sint, y’ = cost, z' = 1. U holda (9.15)
formulaga ko‘ra cgizig massasini hisoblaymiz

2T

m = [ kzds = [ kty/sin? t + cos?t + 1dt =
AB 0

27

=2k[ tdt = \/Ek? = 2V2kn?.
0 0

(9.16) formulalarga ko‘ra chizigning Oxy, Oyz va Oxz tekisliklarga
nisbatan statik momentlarni hisoblaymiz

27
Soxy = J zu(x,y,2)ds = [ kz?ds = [ kt2\/sin? t + cos?t + 1dt =
AB AB 0

or B 8v2km3 _
=—

t3
3

2T
=2k [ t2dt =2k
0

0

21

Soyz = [ xu(x,y,2)ds = [ xkzds = [ kt costV2dt =
AB AB 0

u=rt, du = dt

.| = kvV2tsint|3T —
dv = costdt,v = sint V2 1o

21
= kV2[ tcostdt =
0

2T
—kV2[ sintdt = kvV2cost|™ = 0;
0
2T

Soxz = J yu(x,y,z)ds = [ ykzds = [ ktsintv2dt =
AB AB 0
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u=-t, du = dt

21
= kV2]| tsintdt = : =
\/—{, dv =sintdt,v = —cost

27
= — k2t cos t|&" + kvV2[ costdt = —2V2km.
0

Og‘irlik markazining koordinatalarini (9.20) formulaga ko‘ra topamiz:

X =SOyZ= 0 =Oy =Son=_2\/§kT[=_l
“m 2V2km2 7Y m 24/2kn? m
8v2km3
Soxy 3
Z, = = —

m  2\2kn2 3
Shunday qilib, vint chizig‘i birinchi buramasining og‘irlik markazi € (0, -1/
m, 41 /3) nuqtada ekan. «

9.6. Il tur egri chizigli integral

Kuchning bajargan ishi. Moddiy nuqta biror egri chiziq bo‘ylab
harakatlanganda unga ta’sir qiluvchi o‘zgaruvchan kuchning bajargan ishini
hisoblash 11 tur egri chizigli integral tushunchasiga olib keladi.

M(x,y) nuqta AB egri chiziq boylab A nugtadan B nuqtaga qgarab F
kuch ta’sirida harakatlanayotgan bo‘lsin. F kuch M nuqgta harakatlanganda
giymati bo‘yicha ham, yo‘nalishi bo‘yicha ham o‘zgaradi, ya’ni M nugtaning
funksiyasidan iborat: F = F(M). M nuqgta A holatdan B holatga o‘tganda F
kuch bajargan 4 ishni hisoblaymiz (9.6-rasm). Buning uchun AB egri
chizigni 4o = 4, A;,..., A, =B

V1 g hugtalar yordamida A nugtadan B nugtaga
Yit1 garab n ta gismga ajratamiz va A,A4;.,
Vi

vektorni As; orgali belgilaymiz. F kuchning
A; nugtadagi  giymatini  F;  orqali
belgilaymiz. U holda F;As; skalyar
ko‘paytmani F kuchning A4,4;,, yoy boylab

0 chl- Xit1 x bajargan ishining taqribiy giymati sifatida
9.6-rasm olish mumkin:
Ai = FiASl'.

P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar F kuchning mos ravishda Ox va Oy
o‘glardagi proyeksiyalari bo‘lsin, ya’ni
F = P(x, )i+ Q(x,y)j.
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Ax; va Ay; orgali x; va y; koordinatalarning A; nugtadan A;,.; nugtaga
o‘tganda olgan orttirmalarini belgilaymiz, ya’ni Ax; = x;.1 — x; , Ay; =
Yi+1 — Vi Va natijada
ASi = Axii + Aylj

tenglikka ega bo‘lamiz. U holda

FiAs; = P(x;, y)Ax; + Q(x;, y)Ay; _
bo‘ladi. Shuning uchun F kuchning butun AB egri chizig bo‘ylab bajargan A
ishi tagriban

n—1 n—1

A= 3 Fis; = 3 [P(x;, y)Ax; + Q(x;, yi)Ayi] (9.2)

=0 =0
yig‘indiga teng bo‘ladi.

Il tur egri chizigli integral. Oxy tekislikda AB egri chiziqg berilgan va
P(x,y), Q(x,y) funksiyalar bu egri chizigda aniglangan bo‘lsin. AB egri
chizigni A, = A, A4, ..., A, = B nugtalar yordamida A nugtadan B nuqgtaga
garab yo‘nalishda uzunliklari As; (i = 0,2,...,n — 1) bo‘lgan n ta A,4;,,
yoylarga ajratamiz. Har bir A,A4;.,; elementar yoyda ixtiyoriy ravishda
M;(x;,y;) nuqgta tanlaymiz va

n—1 n—1
iZOP(xE‘ Y )Ax;, l_ZOQ(xF Vi )Ax; (9.22)
yigindilarni tuzamiz, bu yerda Ax; = x;.1 — x;, Ay; = y;41 — y; bo‘lib, ular
A,A;.1 yoyning mos ravishda Ox va Oy o‘qlardagi proyeksiyalari (9.6-rasm).
(9.22) yig‘indilar mos ravishda P(x,y) funksiyaning x o‘zgaruvchi
bo‘yicha va Q(x, y) funksiyaning y o‘zgaruvchi bo‘yicha integral yigindilari
deb ataladi.
9.2-Ta’rif. Agar As; yoy uzunliklarining A = max As; eng kattasi

0<isn-1

nolga intilganda (9.22) yig‘indilar chekli limitga intilsa va bu limit AB
yoyning bo‘linish usuliga va M;(x/,y;) nugtalarning tanlanishiga bog‘liq
bo‘lmasa, ularni mos ravishda P (x, y) funksiyadan x o‘zgaruvchi bo‘yicha va
Q(x,y) funksiyadan y o‘zgaruvchi bo‘yicha olingan Il tur egri chizigli
integrallar deb ataymiz va ullarni mos ravishda

J P(x,y)dxva [ Q(x,y)dy
AB AB

orgali belgilaymiz.
Shunday qilib
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n-1
[ P(x,y)dx = lim ¥ P(x},y})Ax;
l l
AB A-0i=g

va
n—1
| QCx,y)dy = lim ¥ Q(x{, y))Ay;.
AB ~Vi=0
Umumiy Ko‘rinishdagi [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy Il tur egri chizigli
AB
integral

J PG, y)dx 4+ Q(x,y)dy = | P(x,y)dx + | Q(x,y)dy
AB AB AB

tenglik bilan aniglanadi.
Endi kuchning bajargan ishi masalasiga gaytadigan bo‘lsak (9.21)
tagribiy tenglikning o‘ng tomonida P(x,y) va Q(x,y) funksiyalarning AB

egri chiziq bo‘ylab umumiy ko‘rinishdagi Il tur egri chizigli integral
yig‘indilari turibdi. Shuning uchun yoy uzunliklarining A = [ nax 1Asi eng
<lsn-—

kattasi nolga intilganda bu tagribiy tenglik aniq tenglikka aylanadi va F =
P(x,y)i + Q(x,y)j kuch bajargan ishning giymati

A= AfBP(x, y)dx + Q(x,y)dy
tenglik bilan topiladi.
Fazoviy AB egri chiziq boylab [ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy +
AB

R(x,y,z)dz egri chizigli integral xuddi shu singari aniglanadi.
Il tur egri chiziqgli integralning mavjudligi va uni hisoblash. AB yassi
chiziq
x = x(t),
{y =y, * € [ ]
parametrik tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bu yerda x(t), y(t) funksiyalar
[a, B] kesmada uzluksiz. Parametrning t = a giymatiga A nuqta, t =f
giymatiga esa B nugta mos keladi deb faraz gilamiz.
9.2-Teorema. Agar AB egri chizigni tasvirlovchi x(t) va y(t)
funksiyalar uzluksiz differensiallanuvchi, P(x,y) va Q(x, y) funksiyalar esa
AB egri chizgda uzluksiz bo‘lsa, P(x,y) va Q(x,y) funksiyalardan AB egri
chizq boylab olingan umumiy ko‘rinishdagi Il tur egri chizigli integral mavjud
va uning uchun

J P(x,y)dx + Q(x,y)dy =
AB

116



B
= £ [P(x(), y(©)x'(®) + Q(x(®), y())y' ()]dt (9.23)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» Umumiy ko‘rinishdagi Il tur egri chizigli integral P(x,y) va Q(x,y)
funksiyalar aniglaydigan ikki gqismdan iborat. Teoremaning isbotini bitta gism
bilan chegaralanish mumkin, ikkinchi gismi uchun isbot xuddi shu singari
bo‘ladi.

Shunday qilib, sillig AB egri chiziqgda uzluksiz bo‘lgan P(x, y) funksiya
uchun Il tur egri chizigli integral mavjud va uning uchun

B

AfBP(x, y)dx = iP(x(t),y(t))x’(t)dt (9.24)

tenglik o‘rinli bo‘lishini isbotlaymiz.

AB egri chizigni ixtiyoriy A, = A, A4, ..., A, = B nuqgtalar yordamida
AA; ., elementar yoylarga ajratuvchi bo‘linishni tanlaymiz. A4; bo‘linish
nugtalariga t parametrning t;, i = 0,1,...,n giymatlari mos kelsin. Bu
giymatlar uchun

th=a<t1 <t < <th1<t,=p
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Har bir A,4;,, elementar yoyda ixtiyoriy
ravishda M;(x;,y;) nugta tanlaymiz va t; —parametrning bu nugtaga mos
keluvchi qiymati bo‘lsin. t; < 1; < t;4; ekanligi ravshan. Tanlangan
bo‘linishga mos keluvchi § mtegral yigindini

s=’:§_:P(xz:y:>Axl -y P, y(r) (x(tian) — x(6) =
tiv1 n—1ti+1
=S PG, Y| w(©de ="y T [ PG,y (Ot

ko‘rinshda yozib olish mumkln

(9.24) tenglikning o‘ng tomonidagi I integral teorema shartiga ko‘ra
mvjud, chunki integral ostidagi funkisya [a, 8] kesmada uzluksiz. Aniq
integralning additivlik xossasidan foydalanib, bu integralni

n— 1tl+1

I = fP(x(t) y(0)x'(t)dt = 2 f P(x(t),y(@®))x'(t)dt

ko‘rinishda yozamiz. S integral yig |nd| vaI integral uchun hosil gilingan
tasvirlardan
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n—1ti+1

s—1=3 [ (P(x@),y()) - P(x(®),y(®))) x'(t)dt

i=0 t;
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikning o‘ng tomonini baholaymiz.

F(t) = P(x(t),y(t)) funksiya [, 8] kesmada uzluksiz, shuning uchun
u bu kesmada tekis uzluksiz hamdir. Demak, ixtiyoriy € > 0 son uchun
shunday §=6(e)>0 topiladiki, t" —t'| <6 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha t’,t”" € [a, 8] qiymatlar uchun |F(t") — F(t")| < &
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. A boshlang‘ich nuqtadan AB egri chiziq yoyi
o‘zgaruvchan uzunlikni hisoblovchi  s(t)  funksiya  uzluksiz
differensiallanuvchi va o‘suvchi bo‘ladi. Demak uning [0,s,5] kesmada
aniglangan t(s) teskari funksiyasi mavjud, bu yerda s,z —qiymat AB egri
chizig uzunligi. Bu funksiya uzluksiz differensiallanuvchi, uning |t'(s)|
hosilasining moduli [0,s45] kesmada K; maksimumga erishadi, ya’ni
It'(s)| < K;,0 < s < s,5. Uholda (5.65) chekli ayirmalar formulasiga ko‘ra

tiv1 — il = [£'(€DIAs; < KiAs; < Kq4,

bu yerda s; =s(t;),i=0,12,..,n, As; =s;,1—S; — elementar yoy

uzunliklarivaA = max As;.
0<isn—1

Tanlangan bo‘linish A < 6(¢)/K; shartni ganoatlantirsin. U holda
ixtiyoriy t', t" € [t;, t;+1] qiymatlar uchun
|t, - t”| <ty t < KlASi < 6(8)
Demak, t € [t;, t; 1] bo‘lsa |F(z;) — F(t)| < € bo‘ldi va

S —1] < ilf |P(x (2, y(x)) = P(x(&), y(®))[Ix' () Idt <
< eKznzlAt =eK,(f — a),
i=0

bu yerda K, — uzluksiz |x'(t)| funksiyaning [a, 8] kesmadagi maksimal
giymati. Shunday qilib /llirr(l)S=I ekan, bu esa teoremaning to‘g‘riligini

tasdiglaydi. «

Agar AB egri chiziq y = ¢(x),x € [a, b] tenglama bilan berilgan va
@(x) funksiya va uning ¢’(x) hosilasi [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, x
o‘zgaruvchini parametr sifatida olamiz, natijada AB egri chizigning
parametrik tenglamasi: x = x,y = @(x),x € [a, b] ko‘rinishda bo‘ladi. U
holda (9.23) formuladan
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b
AfBP(x, y)dx + Q(x,y)dy = { [P(x, () + Q(x, p(x)) @' (x) ] dx

(9.25)
formulani hosil gilamiz. Xususiy holda
b
J P(x,y)dx = [ P(x,p(x))dx (9.26)
AB a

bo‘ladi.
Agar fazoviy silliq AB egri chizig x = x(t),y = y(t),z = z(t),t €
[a, ] tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa [ P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy +
AB

R(x,y,z)dz egri chiziqli integral
f P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
AB

B
- £ [P(x(£), y(),z())x' (&) + Q(x(®), ¥y(8), z(D) )y’ () +

+R(x(t),y(t), z(t))z'(t)]dt (9.27)
formula bilan hisoblanadi.

9.7-Misol. [ yzdx + xzdy + xydz egri chizigli integralni hisoblang, bu
AB

yerda integrallash x =¢, y=t?, z=1t3 egri chizigning A4(1,1,1,) va
B(2,4,8) nugtalar orasidagi qismi boyicha olingan.
» Hosilalarni hisoblaymiz: x'(t) = 1, y'(t) = 2t, z'(t) = 3t2. U holda

(9.27) formulaga ko‘ra
2

[ yzdx + xzdy + xydz = [ (t? - t3 -1+ ¢t-t3- 2t +t - t% - 3t%)dt =
AB 1

2 2
= [ (t° + 2t5 + 3t%)dt = [ 6t°dt = t°|? = 63. 4
1 1
9.8-Misol. [ (x — y)dx + dy + zdz egri chizigli integralni hisoblang,
AB

bu yerda AB chiziq z = x? + y? parabolid bilan z = 4 tekislik kesishuvidan
hosil bo‘lgan chizigning A(2,0,4) va B(—2,0,4), (y = 0) nuqtalar orasidagi
gismi.
» Aytib o‘tilgan kesimda
{xz + y? =4,
zZ=4
aylana hosil bo‘ladi. Shuning uchun aylananing parametrik tenglamasi
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y = 2sint,
. o z=4 . -
ko‘rinishda bo‘ladi. Endi parametrning a va S integrallash chegaralarini
{2 =2cosa, {—2 = 2cosf,

{x = 2cost,

0 =2sina, 0 =2sing,
4 =4 4 =4
shartlardan topamiz. y > 0 ekanligini inobatga olsak «a =0 va f=m
giymgtlarga ega bo‘lamiz.
Parametrik funksiyalarning hosilalri esa x'(t) = —2sint,y'(t) =
2cost, z'(t) = 0 bo‘ladi. U holda (9.27) formulaga ko‘ra
T

[(x-y)dx +dy +zdz = | ((2 cost —2sint)(—2sint) + 2 cos t)dt =
AB 0

T
= 2f (—2costsint + 2sin®t + cost)dt =
0

T

=2 (cos2 t+t —%sinZt + sint)l = 2717. 4
0

9.9-Misol. [ xydx + x?dy egri chizigli integralni A(1,1) va B(3,9)
AB
nuqtalarni tutashtiruvchi y = x?2 parabola bo‘yicha hisoblang.

» Parabolani ifodalovchi funksiyaning hosilasi y'(x) = 2x bo‘ladi. U

holda (9.25) formulaga ko‘ra
3

3 3
3
[ xydx + x?dy = [ (x - x? + x? - 2x)dx = [ 3x3dx = —x*| =
AB 1 1 4 1y

3
=Z(81— 1) =60. <

Il tur egri chizigli integralning xossalari.

1. AB egri chizigda yo‘nalish o‘zgarganda Il tur egri chiziqli integral o‘z
ishorasini o°zgartiradi:

AfBP(x, v)dx + Q(x,y)dy = —BfAP(x, y)dx + Q(x,y)dy.

2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini egri chizigli integral ostidan chigarish

mumkin:

fk P(x,y)dx + k- Q(x,y)dy = ka(x y)dx + Q(x,y)dy.

3. Ikklta funksiya yig‘indisining egri ch|2|qI| integrali bu funksiyalar egri
chizigli integrallarining yig‘indisiga teng:
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f(Pl(x y) + Py(x,y))dx = fPl(x y)dx + sz(x y)dx,
f(Ql(x y) + Q2(x, y))dy = le(x y)dy + sz(x y)dy.

2 va 3xossalar Il tur egri ch|2|qI| integralning ch|2|qI|I|g|n| anglatad:
funksiyalar chizigli kombinatsiyasining integrali har Dbir funksiya
integrallarining xuddi shunday chiziqgli kombinatsiyasiga teng.

4. Agar AB egri chizig ketma-ket keladigan chekli sondagi yoylarga
ajratilgan bo‘lsa va ana shu yoylarning har birida Il tur egri chizigli integral
mavjud bo‘lsa, butun AB egri chiziqgda ham integral mavjud va u alohida
gismiy yoylar bo‘yicha olingan integrallar yig‘indisiga teng.

1-4 xossalarni integral yig‘indilarning limiti sifatida 11 tur egri chizigli
integralning ta’rifidan va limitlarning ma’lum xossalaridan foydalanib
isbotlash unchalik giyin emas. Bu isbotlar aniq integralning mos xossalarining
isbotini takrorlaydi. Shuning uchun biz ularda to‘xtalib o‘tirmaymiz.

Yopiqg L kontur bo‘yicha Il tur egri 4y
chizigli integral maxsus ¢ simvol bilan
belgilanadi. Bunday integrallarda
boshlang‘ich va oxirgi nuqgtalarni ko‘rsatib
integrallash yo‘nalishini aniglab bo‘lImaydi.
Konturni  aylanib  chigish  yo‘nalishini 5
aniglashni turli usullar bilan berish mumkin.
Masalan, kontur parametrik tenglamalar bilan berilganda parametrning
o‘sishiga mos keluvchi yo‘nalishni tanlash mumkin.

Sodda yassi konturlarda (aylana, ellips) aylanish yo‘nalishini soat
strelkasi yo‘nalishi bilan taggoslash mumkin. Bunda soat strelkasi harakatiga
garama-qarshi yo‘nalishni musbat, coat strelkasi harakati yo‘nalishini esa
manfiy yo‘nalish deb ataladi (9.7-rasm).

=y

9.7-rasm

Musbat yo‘nalishli konturdagi Ay D
integrallar uchun ba’zan maxsus
¢ simvoldan, manfiy yo‘nalishli A C
konturlar uchun esa ¢ simvoldan
foydalaniladi.

5. Yopiq kontur bo‘yicha B .
olingan egri  chizigli integral 0 9.8-rasm X

boshlang‘ich nuqgtaning tanlanishiga
bog‘liq emas (fagat konturni aylanib chigish yo‘nalishigagina bog*liq).
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» Hagigattan ham,

$ =9+ 9

ABCDA ABC CDA

(9.8-rasm). Boshga tomondan

6 =6+ 6.

CDABC CDA  ABC

Shunday qilib,
¢ = ¢ .«

ABCDA CDABC

9.7. Ostrogradskiy-Grin formulasi

D soha bo‘yicha ikki o‘lchovli integral bilan bu sohaning L chegarasi
bo‘yicha Il tur egri chizigli integral orasidagi bog‘liglikni ifodalovchi
Ostrogradskiy-Grin formulasi matematk tahlilda juda ko‘p tadbiqga ega.

Oxy tekislikda to‘g‘ri D soha L egri chiziq bilan chegaralangan bo‘lIsin.

JoP
9.3-Teorema. Agar P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar o‘zlarining @ va
0
£ xususiy hosilalari bilan birga D sohada uzluksiz bo‘lsa,
0Q 0P
—_—— — - P
ff ( = 0y> dxdy = § Pdx + Qdy (9.28)

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda L —integrallash chizig‘i D sohaning chegarasi
va integrallash musbat yo‘nalishda (ya’ni chiziq bo‘ylab harakatlanganda D
soha chap tomonda qoladi) bajariladi.

(9.28) formula Ostrogradskiy-

Grin formulasi deb ataladi. g
» ABC yoyning tenglamasi y =
¢,(x) va ADC yoyning tenglamasi
y =¢@,(x) bolsin  (9.9-rasm).
Dastlab [ a—dedy integralni
p 9y
0

hisoblaymiz. Ikki o‘lchovli integralni
hisoblash qoidasiga ko‘ra
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b P2(x) b

oP
_ — @2(x) —
gaydxdy £dx<p1f<x 6ydy i(P(x y)lq’l(")) ¥

b

= | P(x, g2 (x))dx — f P(x, @1 (x))dx.
a a
O‘ng tomondagi ikkala integralga ham (9.26) formulani gqo‘llasak

ff _dedy— fP(x y)dx — f P(x y)dx =

AEC
=— [ P(x,y)dx — f P(x y)dx = —95P(x y)dx (9.29)
CEA
Xuddi shu singari
d
If 5 dxdy = § Q(x,)dy (9.30)
D 0X L

ekanligi isbotlanadi.
Agar (9.30) tenglikdan (9.29) tenglikni hadma-had ayirsak (9.28) tenglik
hosil bo‘ladi. <
Yassi figuraning yuzi. Ostrogradskiy-Grin formulasining bir tadbiqini
garaymiz. P(x,y) = —y va Q(x,y) = x deb olamiz. U holda
Q . opP
ox dy
bo‘ladi va (9.28) Ostrogradskiy-Grin formulasiga ko‘ra
¢ — ydx + xdy = [[ 2dxdy = 2[[ dxdy = 25,
L D D

bu yerda S, —berilgan D sohaning yuzi.
Bundan esa D yassi sohaning S, yuzi uchun Il tur egri chizigli integral
bilan hisoblanadigan

1
Sp = Efﬁ xdy — ydx (9.31)
L
formulani hosil qilamiz
9.10-Misol. L — 2’—2 1 ellips bilan chegaralangan soha yuzini
hisoblang.

» Ellipsning tenglamasini parametrik ko‘rinishda yozib olamiz:
x =acost,b =bsint, 0 <t < 2m.
Qidirilayotgan yuzani (9.31) formulaga ko‘ra hisoblaymiz, bunda egri
chiziqgli integral konturni musbat yo‘nalishda aylanish bo‘yicha olinadi va bu
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yo‘nalish t parametrning 0 dan 2w gacha o‘zgarishiga mos keladi. Parametrik
funksiyalarning hosilalri

x'(t) = —asint, y'(t) = bcost
bo‘lganligi uchun, (9.31) formulaga (9.23) formulani go‘llaymiz

2T

S = Ef (ab cos? t + ab sin? t)dt = wab. <
0

9.8. Il tur egri chizigli integralning integrallash yo‘liga bog‘liq
bo‘Imaslik sharti

Oxy tekislikdagi D sohaga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy yopig konturning
ichki gismi ham shu D sohaga tegishli bo‘lsa, D soha bir bog ‘lamli soha deb
ataladi.

A(x4,y1) va B(x,,y,) bir bog‘lamli D ¥4
sohaning ixtiyoriy nuqtalari bo‘lsin. A va B
nuqtalarni  turli chiziglar bilan bog‘lash
mumkin (9.10-rasmda L, , L, va L3 ). Bu
chiziglarning har biri bo‘yicha

I = AfBP(x, y)dx + Q(x,y)dy

integralning giymati umuman olganda o
turlicha bo*ladi. 9.10-rasm
Agar bu giymat barcha mumkin bo‘lgan AB chiziglar bo‘yicha bir xil
bo‘lsa, I integral integrallash yo ‘liga bog ‘liq emas deb aytiladi. Bu holda I
integral uchun uning A(x;,y;) boshlang‘ich va B(x,,y,) oxirgi nugtasini
ko‘rsatish yetarli va u aniq integralga o‘xshash
(x2,52)

I= [ P@y)dx+Q(x,y)dy (9.32)
(x1,y1)

ko‘rinishda yoziladi.
Qanday shart bajarilganda Il tur egri chizigli integral integrallash yo‘iga
bog‘liq bo‘Imaydi?

JdP 0
9.4-Teorema. P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar o‘zlariningavai

xususiy hosilalari bilan birga bir bog‘lamli D sohada uzluksiz bo‘lsin. U holda
quyidagi to‘rtta shart o‘zaro ekvivalent, ya’ni ulardan birining bajarilishi
golganlarining ham bajarilishini keltirib chigaradi:
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(i) D sohada yotgan ixtiyoriy yopiq silliq L kontur uchun
¢ Pdx + Qdy = 0;
L

(i1) ) D sohada yotuvchi ixtiyoriy Ava B nugtalar uchun
AfB P(x,y)dx + Q(x,y)dy

integralning giymati integrallsh yo‘liga bog‘lig emas;

(i) P(x,y)dx + Q(x,y)dy ifoda D sohada aniglangan biror
funksiyaning to‘liq differensialidan iborat, ya’ni D sohada aniglangan shunday
F (x, y) funksiya mavjudki, uning uchun

dF = P(x,y)dx + Q(x,y)dy
tenglik o‘rinli bo‘ladi;

(iv) D sohaning barcha nuqgtalarida

a—P = a—Q 9.33)
dy Ox ®
tenglik o‘rinli.

» Isbotni (i) — (ii) — (iii) — (iv) —(i) sxema bo‘yicha olib boramiz,
ya’ni (i) shatdan (i1) shart, (i1) shartdan (ii1) shart, (ii1) shartdan (iv) shart va
nihoyat (iv) shrtdan (i) shart kelib chigishini ko‘rsatamiz.

1) (i) — (i1). D sohada A va B nuqtalarni tutashtiruvchi ikkita ixtiyoriy
silliq ACB va ADB egri chiziglarni olamiz (9.11-rasm). Bu ikki chizigning
yig‘indisi D sohada yotuvchi yopiq L = ACB + BDA sillig konturni hosil
giladi. (i) shartga ko‘ra

¢ Pdx + Qdy = 0.
L

Boshga tomondan
$ Pdx + Qdy = | P(x,y)dx + Q(x,y)dy +
L ACB

+ | P(x,y)dx + Q(x,y)dy =
BDA

= [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy — | P(x,y)dx + Q(x,y)dy.
ACB ADB

Nihoyat bundan
| P(x,y)dx + Q(x,y)dy = AgBP(x, y)dx + Q(x,y)dy

ACB
tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni (ii) shartning bajarilishi kelib chiqadi.

2) (ii) — (iii). [ P(x,y)dx + Q(x,y)dy integral integrallash yo‘liga
AB

bog‘liq bo‘Imasdan, fagat A va B nuqtalarga bog‘lig bo‘Isin. U holdaagar A =
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A(xg,Yo) nugtani o‘zgarmas qilib olsak, bu integral B(x,y) nuqta
koordinatalarining funksiyasidan iborat bo‘ladi:

[ Pdx + Qdy = F(x,y).

AB

y4
B(x,y)
D B C(x + Ax,y)
4 A (X0, Y0)
C 0 X
9.11-rasm 9.12-rasm

Bunday aniglangan F (x, y) funksiya differensiallanuvchi va uning uchun

dF = P(x,y)dx + Q(x,y)dy (9.34)
tenglikning bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun D sohaning ixtiyoriy B
. OF OF : : g e
nuqgtasida I va 9y xususiy hosilalar mavjudligini va
oF _ P(x,y) oF _ (9.35)
7~ Py, ay—Q(x,y) -

tengliklarning bajarilishini ko‘rsatish yetarli.

F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalri mavjudligini va (9.35)
tengliklarning birinchisi bajarilishini ko‘rsatish uchun F(x, y) funksiyaning x
bo‘yicha B(x, y) nugtadagi xususiy orttirmasini tuzamiz:

A F =F(x+ Ax,y) — F(x,y) =
= [ Pdx + Qdy — [ Pdx + Qdy = [ Pdx + Qdy,
AC AB BC

bu yerda C nugta x + Ax va y koordinatalarga ega (9.12-rasm). Shartga ko‘ra
integral egri chiziq ko‘rinishiga bog‘lig emas, shu sababli integrallash chizig‘i

sifatida B va C nugtalarni tutashtiruvchi kesmani olamiz. U holda
x+Ax

A F = dex+Qdy— dex— f P(x,y)dx.
So‘ngi integralga anlq mtegraldagl o‘rta qumat hagidagi teoremani
go‘llaymiz:
AF =P(x+0Ax,y)Ax, 0< 0 <1,
bundan esa
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«F
= P(x + 6Ax,y), 0<O<l.

Ax
Demak, bu yerda limitga o‘tsak
oF
% Algl(l_T)l P(x + 6Ax,y) = P(x,y).

OF
Shartga ko‘ra P(x,y) uzluksiz. a = Q(x, y) tenglik ham xuddi shu singari

isbotalanadi. Shunday qilib, (iii) shartning bajarilishi ko‘rsatildi.
3) (iii) — (iv). D sohada dF = Pdx + Qdy tenglik o‘rinli bo‘ladigan
F(x,y) funksiya mavjud bo‘Isin. U holda
oF p oF
ax - (x,y), ay - Q(X,y),
va aralsh hosilalar hagidagi 7.6-Teoremaga ko‘ra
aQ 9°F  0°%F _ 0P
ox axay 0yox Oy'
ya’ni talab qilingan (9.33) tenglikni hosil qildik.

4) (iv) — (i). Teoremadagi (iv) bajarilgan bo‘lsin va L —Dberilgan D
sohada yotuvchi va D* sohani chegaralovchi bo‘lakli silliq chizig bo‘lsin. U
holda D sohaning bir bog‘lamli ekanligini inobatga olgan holda Grin
formulasini qo‘llasak

d dP
93 Pdx + Qdy = ff (—Q — E) dxdy
tenglikni hosil qilamlz (iv) shartga ko ra o‘ng tomondagi ikki o‘chovli integral

nolga teng. Demak D sohada yotuvchi ixtiyoriy L yopig kontur uchun
¢ Pdx + Qdy = 0
L

tenglik o‘rinli bo‘ladi degan xulosaga kelamiz. <
Shunday gilib, [ Pdx + Qdy integralning integrallsh yo‘liga bog‘liq
AB

bo‘lmaslik sharti sifatida (i), (iii) va (iv) shartlarda ixtiyoriy birini olish
mumkin ekan. Lekin ular orasida (9.33) tenglik bilan aniglanadigan (iv) shart
foydalanishga qulay va bajarilishini tekshirish oson. Shuning uchun biz ana
shu shartni integrallash yo‘liga bog‘lig bo‘Imaslik sharti deb gabul gilamiz.

Endi (9.32) tenglik bilan aniglanuvchi integralni hisoblaymiz. (9.33)
shart bajarilgan bo‘lsin. U holda 9.4-Teoremaga ko‘ra

P(x,y)dx + Q(x,y) = dF (x,y)
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tenglikni ganotlantiruvchi F(x, y) funksiya mavjud bo‘ladi. Shuning uchun

(x2,52) (x2,¥2)
I= [ POy)dx+Q(xy)dy= [ dF(xy)=
(x1,¥1) (x1,y1)

= FOo MGV = F(x,y5) — F (e, y),
ya’ni
(x2,2)
( J Ploy)dx+ QG y)dy = F(xz,¥2) — F(x1, 1) (9.36)
X1V
tenglikni hosil gilamiz. (9.36) formula to‘la differensialning egri chizigli

integrali uchun umumlashgan Nyuton-Lebnis formulasi deb ataladi.
(9.34) shartni qanoatlantlruvchl F(x, y) funksiyani

F(x,y) = fP(t Yo)dt + fQ(x s)ds (9.37)
X0 Yo
formula yordamida topiladi. Bu yerda (x,, y,) boshlang‘ich nugta sifatida D

sohaning ixtiyoriy nugtasini olish mumekin.
L fazoviy egri chizig bo‘yicha
[ Pdx + Qdy + Rdz
L

egri chizigli integral uchun xuddi shu singari natijalar o‘rinli. Bunda egri
chizigli integralning integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘Imaslik sharti
P aQ dQ OR JOR 0P

dy ox’' 9z dy ox 0z

(%2,Y2,22)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu shart bajarilganda [  Pdx + Qdy + Rdz integral
(x1,Y1,21)
(%2,Y2,22)
[ Pdx + Qdy + Rdz = F(xy,v,,2,) — F(x1,¥1,21)
(X1,Y1.21)

formula bilan hisoblanadi O‘ng tomondagi F(x,y,2) funksiya

F(x,y,2) = fp(t Yo, Zo)dt + fQ(x S,Zy)ds + fR(x y, Ddl
Yo
formulaga ko‘ra anlqlanadl

(34)
9.11-Misol. I = [ 2xydx + x%dy integralni hisoblang.
(2,2)
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» Bu yerda P = 2xy, Q = x?, gg gg
integral integrallash yo‘liga bog‘lig emas. Integrallash yo‘li sifatida y = 2x —
2 to‘g‘ri chizigni olish ham mumkin, yoki (9.36) formuladan foydalanish
mumkin. Dastlab boshlang‘ich nuqta sifatida (1,1) nugtani olib, (9.37)
formulaga ko‘ra

2x. 9.4-Teoremaga ko‘ra

X y
F(x,y) = [ 2t-1dt + [ x?ds = x?>y — 1
1 1

funksiyani topamiz va nihoyat (9.36) formuladan integralning

(3,4)
I= [ 2xydx + x*dy = (x%y — 1)|g g =28
(2,2)

qiymatini topdik. <«
9.9. I tur sirt integrali

Asosiy tushunchalar. Ikki o‘lchovli integralning umulashtirilishi
natijasida sirt integrali yuzaga keladi. Bu umumlashtirilish sirt yuzining
ta’rifiga asoslanib quriladi.

Agar o sirtni aniglovchi z = z1
z(x,y) funksiya uzluksiz xususiy
hosilalarga ega bo‘lsa, bu sirtni biz
sillig sirt deb ataymiz. o sirt chekli
sondagi o‘zaro kesishmaydigan
sillig sirtlardan tashkil topgan
bo‘lsa, u bolakli sillig sirt deb 0
ataladi. Sillig sirtning ixtiyoriy
ichki nuqtasida sirtning urinma va
normal tekisliklari mavjud.

Oxyz fazoning yuzasi S ga teng bo‘lgan o sirti nuqtalarida uzluksiz
f(x,y,z) aniglangan bo‘lsin. o sirtni yuzalari AS; ga teng bo‘lgan n ta
S1,S5, ..., S, gismga ajratamiz va ularning diametrlarini d; (i = 1,2, ...,n)
orgali belgilaymiz. Har bir S; gismda ixtiyoriy ravishda bittadan M; (x;, y;, z;)
nugtani tanlaymiz (9.13-rasm) va

n
2 (Y, zi)AS; (9.38)

i=1

X 9.13-rasm

yigindini tuzamiz.

129



Bu yigindi f(x,y, z) funksiya uchun S sirt boyicha integral yig ‘indi deb
ataladi.
9.3-Ta’rif. Agar A = maxd,; eng katta diametr nolga intilganda (9.38)

1<isn
integral yig‘indi chekli limitga intilsa va bu limit o sirtni S; gismlarga bo‘lish
usuliga va bu qgismlarda M;(x;,y;,z;) nuqtalarning tanlanishiga bog‘liq
bo‘lmasa, u f(x,y,z) funksiyaning o sirt bo‘yicha I tur sirt integrali deb
ataladi va [[ f(x,y,z)ds orqali belgilanadi.
o

Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra

gf(x, y,z)ds = %i_r)r(l)igjlf(xi,yi,zi)ASi. (9.39)

| tur sirt integralining mavjudligi va uni hisoblash.

9.5-Teorema. Agar z = z(x,y) tenglama bilan berilgan o sirt silliq,
f(x,y, z) funksiya esa bu sirtda uzluksiz bo‘lsa, f(x, y, z) funksiyaning bu sirt
bo‘yicha I tur sirt integrali mavjud va

Lff(x,y, z)ds = gf(x,y,z(x,y)) : \/1 +2z,° + 2z, dxdy  (9.40)

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bu yerda D integrallash sohasi o sirtning Oxy
tekislikdagi proyeksiyasi.

N » o sirtni S;,i = 1,2, ...,n qismlarga ajratamiz. D;
orgali S; qismiy sirtning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasini belgilaymiz. Natijada o sirtning Oxy
tekislikdagi D proyeksiyasi n ta D;,D,,..,D,
gismlarga ajraladi. D; elementar sohada ixtiyoriy
P;(x;,y;) nugtani tanlaymiz va bu nuqtadan Oxy
tekislikka perpendikulyar to‘g‘ri chizig chigaramiz.
Bu to‘g‘ri chizig o sirtni S; qismiy sirtning
M;(x;,v;i, z;) nugtasida kesib o‘tadi (9.14-rasm). Ana
. shu M; nuqgta orgali o sirtga urinma tekislik
S o‘tkazamiz (o sirt silligq bo‘lganligi uchun bunday
urinma tekislik mavjud). Bu tekislikning Oxy
tekislikdagi proyeksiyasi D; elementar soha bo‘ladigan T; gismini garaymiz. S;,
T; va D; elementar gismlarning yuzalarini mos ravishda AS;, AT; va AD; orqgali
belgilaymiz. o sirtni S; gismlarga yetarlicha kichik gilib bo‘lganda
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deb hisoblash mumkin.
y; orgali Oz o‘q bilan sirtning M; nugtadagi 7; normali orasidagi o‘tkir
burchakni belgilasak
AT; - cosy; = AD; (9.42)
tenglik o‘rinli bo‘ladi (D; soha T; sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi).
M; nugtadagi urinma tekislik tenglamasi ((7.14) formulaga ko‘ra)

Z (X, y) - (x —x) + 2, () (Y —y) —(2—2) =0
ko‘rinishda bo‘ladi, shuning uchun 7; normal {z;(x;,y:),z;(x;, v:), —1}
koordinatalarga ega bo‘ladi. U holda y; o‘tkir burchak k={0,1,1} va n;, =
{zy(x1,¥), 25, (x1, y;), —1} vektorlar orasidagi burchak bo‘ladi va demak

ki, 1
cosy; = =

7(-) n; - ! !
il \/1 + 3% (o, ) + Zyz(xilyi)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikni (9.42) tenglikka go‘llasak

AT; = \/1 + Z,’Cz(xl-,yi) + zj’,z(xi,yi)ADi (9.43)

tenglik hosil bo‘ladi.

(9.41) tenglikni inobatga olgan holda (9.43) formulani (9.39)
formulaning o°ng tomoniga qo‘yamiz, z; ni esa z(x;, y;) bilan almashtiramiz.
S; gismiy sirtlarning eng katta d diametri nolga intilganda D; sohalarning ham
diametrlari nolga intilishi ravshan. Shuning uchun bu almashtirishlardan song
eng katta d diametrni nolga intiltirsak o sirt bo‘yicha sirt integralini bu
sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi bo‘yicha ikki o‘Ichavli integral orgali
ifodalovchi (9.40) tenglik hosil bo‘ladi.

Bu integrallardan birining mavjudligi ikkinchisining ham mavjudligini
keltirib chigaradi. «

Agar o sirt y = y(x, z) yoki x = x(y, z) tenglama bilan berilgan bo‘lsa,
(9.40) formula mos ravishda

I £y, 20ds = Jf £y Ce 2,2 1+ 4% + i
o D,

va
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Lff(x,y,z)ds = yf(x(y,z),y,z)-\/l +x3’,2 + x.%dydz

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda D, va D, sohalar o sirtning mos ravishda Oxz va
Oyz tekisliklardagi proyeksiyalari.

| tur sirt integralining xossalari. | tur sirt integrali quyidagi xossalarga
ega:

1. O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan tashgariga chigarish
mumeKin:

[ fy.2ds =c I fCxy,2)ds.

2. IKkkita funkS|ya yig‘indisining SII"[ integrali bu funksiyalar sirt
integrallarining yig‘indisiga teng:

ff (f(x.y,2) + g(x,y,2))ds = ff f(x,y,z)ds + ff g(x,y,z)ds.

3 Agar o sirt fagat chegaralarlda umumiy nuqtalarga ega bo‘ladigan va
o = g, U g, bo‘ladigan qilib ikkita o; va o, gismlarga ajratilsa,

gf(x; y,z)ds = if f(x,y,z)ds + if f(x,y,2)ds
tenglik o*rinli bo*ladi. 1 2
4. Agar o sirtda f(x,y,2z) < g(x,y, z) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
II fe.y,2)ds < [[ g(x,y,2)ds
bo*ladi. ’ i
5. [[ ds = S, bu yerda S berilgan o sirtning yuzi.
o

6. |/ fx,y,2)ds| < [ If(x,y,2)|ds.
o o
7. Agar f(x,y, z) funksiya o sirtda uzluksiz bo‘lsa, bu sirtda
I fGey,2)ds = f(xe, Ve 2c) - S
o

tenglikni ganoatlantiruvchi C(x., y., z.) nugta mavjud (o‘rta giymat hagidagi
teorema).

Bu xossalarning isboti bevosita (9.40) tenglikdan va ikki o‘lchovli
integralning xossalaridan kelib chigadi. Shuning uchun biz ularni keltirib
o‘tirmaymiz.
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9.12-Misol. [f /1 + 4x2 + 4y2ds integralni hisoblang, bu yerda
o

o —sirt z =1 — x? — y? aylanma paraboloidning z = 0 tekislik bilan kesib
olingan gismi (9.15-rasm).

» z=1-—x%—-y?% tenglama
bilan berilgan o sirt Oxy tekislikka

Zl

x2+y2=1 aylana bilan
chegaralangan D sohaga
proyeksiyalanadi (paraboloid

tenglamasida z = 0 deb olinsa aylana
tenglamasi hosil bo‘ladi). Demak D
soha x%+y? <1 doiradan iborat
ekan. Bu doirada z =1 — x? — y?
funksiya va uning z, = —2x, z; =
= —2v hosilalari uzluksiz. Shuning uchun (9.40) formulani go‘llash mumkin:

J[V1+4x2 + 4y2ds = [[ 1+ 4x2 + 4y2/1 + 4x2 + 4y2dxdy =

o D

= [[ (1 + 4x? + 4y?)dxdy.
D

So‘ngi integralda x = rcos¢, y = rsin¢ deb qutb koordinatalariga
o‘tamiz:

9.15-rasm

27 1

IJ (1 +4x? + 4y®)dxdy = [ dof (1 + 4rP)rdr =
D 0 0

2T 7,.2 1 327‘[
={) (7+r4> d<p=§{)d<p=3n <
0

Agar o sirt nuqtalarida biror massa u =
u(P) = 0 sirt zichligi bilan tagsimlangan bo‘lsa,
[ u(P)ds integralni bu sirtning m massasi deb

o
talgin gilish mumkin.

9.13-Misol. Radiusi R ga teng bo‘lgan
yarim sferaning M(x,y,z) nuqtadagi sirt

R i
zichligi  u(M) = \/x2 +y? tenglik bilan “* 9.16-asm
aniglansa, sirtning m massasini toping.
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»9.16-rasmda radiusi R ga teng bo‘lgan z = /R — x2 — y2 yarim
sfera tasvirlangan. Bu yarim sferaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi D: x? +
y? < R? doiradan iborat bo‘ladi. Sirtning massasini (9.40) formulaga ko‘ra

hisoblaymiz. Dastlab z; va z,, hosilalarni topsak:
X X

Zy = — ) Zy = —
\/RZ — x2 — yz
bo‘ladi. Bu hosilalarni (9.40) formulaga qo‘yib m massani topamiz:

\/Rz_xz_yz
x2 y2
— = [ /x2 + v2
m g/x(P)ds fgx+y 1+R2—x2—y2+R2—x2—y2dxdy
= Rff Y

b JRZ— (x2 +y?)
So‘ngi integralda qutb koordinatalariga o‘tamiz:

ff JxZ 192 2t R

dxdy=fdgof;-rdr=

dxdy.

\/RZ—(xZ _|_y2) R2 — 2
“[ap ] 2L ar
0 VR2 —r2
_ r = Rsint,dr = Rcostdt _ f/ stinztRCOStdt_
B r=0,t=0,r=R,t =m/2 — o o VRZ — R2sin2¢t B
/2 /2
1 —cos?2t
= 2nR?[ sin®tdt = 2nR? | Tau:=
0 0
—2R2<t sinZt)"/2 T2 R?
—A2T T N, T2
Demak,
n?R? m?R3
—R- = - <
m 2 2

9.10. Il tur sirt integrali

Bir tomonli va ikki tomonli sirtlar. Sirtning tomoni degan muhim
tushunchani kiritamiz. Ba’zi hollarda bu tushunchani oson tasavvur qilish
mumkin. Agar sirt z = f(x,y) ko‘rinishdagi tenglama bilan berlgan bo‘lsa,
uning yugori va quyi gismi hagida gapirish mumkin. Yopiq sirt fazoda biror
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sohani chegaralab turadi va bu holda sirtning sohaga garagan ichki gismi va
tashgariga garagan tashqi gismi bo‘ladi.

Ana shu intuitiv tasavvurlar asosida bir tomonli va ikki tomonli sirtlarga
ta’rif beramiz.

L bo‘lakli sillig kontur bilan chegaralangan silliq o sirtni garaymiz.
Demak sirning ixtiyoriy nugtasida urinma tekislik mavjud va u urinish nuqgtasi
bilan birga uzluksiz o‘zgaradi (9.17-rasm).

Sirtda birorta M, nuqgta olamiz
va bu nugta orgali m normal
o‘tkazamiz, bunda normal uchun
ikkita yo‘nalishdan biri tanlanadi
(ular  bir-biridan  yo‘naltiruvchi
kosinuslarining ishorasi bilan
farglanadi). Sirt bo‘ylab M, . 9.17-rasm
nuqtadan o‘tuvchi va L sirt chegarasi
bilan kesishmaydigan uzluksiz L, yopiq kontur o‘tkazamiz. Boshlang‘ich
holati M, nuqta bo‘ladigan M nuqtani L, yopiq kontur bo‘ylab uzluksiz
harakatlantiramiz. Bunda M nuqtada o‘tkazilgan normal ham o‘z holatini
uzluksiz ozgartiradi. M nuqgta o‘zining M, boshlang‘ich holatga gaytganda
ikki hol yuz berishi mumkin: yoki normal o‘zining boshlang‘ich holatdagi
yo‘nalishiga gaytadi, yoki normal boshlang‘ich holatga garama-garshi
yo‘nalishga gaytadi.

9.4-Ta’rif. Agar silliq o sirtda yotuvchi M, nuqgta orgali o‘tuvchi, sirt
chegarasi bilan kesishmaydigan ixtiyoriy yopiq kontur bo‘ylab M nuqta M,
boshlang‘ich holatdan chigib yana shu M, boshlang‘ich holatga gaytganda
birlik normal vektor o‘z yo‘nalishini o‘zgartirmasa, sirt ikki tomonli yoki
oriyentirlangan sirt deb ataladi.

9.5-Ta’rif. Agar silliq o sirtda yotuvchi M, nuqgta orqgali o‘tuvchi sirt
chegarasi bilan kesishmaydigan birorta yopiq kontur bo‘ylab M nuqta M,
boshlang‘ich holatdan chigib yana shu M, boshlang‘ich holatga gaytganda
birlik normal vektor yo‘nalishi garama-garshi tomonga o‘zgarsa, sirt bir
tomonli yoki oriyentirlanmagan sirt deb ataladi.

Ikki tomonli sirtga misol sifatida tekislikni, ellipsoidni, umuman olganda
z = f(x,y) tenglama bilan berilgan ixtiyoriy sirtni keltirish mumkin, bu yerda
f(x,¥), fx, fy, funksiyalar tekislikning biror D sohasida uzluksiz funksiyalar.
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Bir tomonli sirtga Myobius lentasi deb ataluvchi sirtni misol keltirish
mumkin. Bu sirt ABCD to‘gri to‘rtburchak shakldagi lentani A nuqgta C nugta
bilan, B nuqgta esa D nuqta bilan ustma-ust tushadigan qgilib yelimlash orgali
hosil gilinadi (9.18-rasm). B D

b . \
A 9.18:;m“

Shunday qilib, ikki tomonli sirtda uzluksiz birlik normal vektorni ikki
usul bilan tanlash mumkin ekan. Har bir nuqtada birlik normal vektorni
uzluksiz o‘zgaradigan qilib tanlash orgali, sirtning tomonini aniglagan
bo‘lamiz.

Il tur sirt integrali. z = z(x, y) tenglama bilan berilgan o ikki tomonli
sillig sirtda R(x, y, z) funksiya aniglangan bo‘lsin. Sirtning ikki tomonidan
birini, ya’ni sirt nuqtalaridagi normal yo‘nalishlarining birini tanlaymiz. Agar
normal Oz o‘qi bilan o‘tkir burchak tashkil qilsa, sirtning yugori gismi, o‘tmas
burchak tashkil qgilsa, sirtning quyi tomoni tanlangan deyiladi. o sirtning
tanlangan tomonini n ta oy,0,...,0, elementar sohalarga ajratamiz. o;
gismiy sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasini D; orgali belgilaymiz. Har bir
o; qismiy sirtda ixtiyoriy ravishda M;(x;, y;, z;) nugtani tanlaymiz va

n

_ZlR(xi» Vi, Zi)As; (9.44)
1=

yigindini tuzamiz, bu yerda As; yuqorida zikr etilgan D; sohaning yuzi bo‘lib,
agar sirtning yugori tomoni tanlangan bo‘lsa u “plyus” ishora bilan, quyi qismi
tanlangan bo‘lsa “minus” ishora bilan olinadi. (9.44) yig‘indi R(x,y,z)
funksiyaning o sirt bo‘yicha integral yig ‘indisi deb ataladi.

o; elementar sohalar d; diametrlarining eng Kkattasini A orqali
belgilaymiz: A = maxd;.

1<isn

9.6-Ta’rif. Agar A eng katta diametr nolga intilganda (9.44) integral
yigindi chekli limitga intilsa va bu limit o sirtni g; qismlarga bo‘lish usuliga
va bu gismlardagi nuqgtalarning tanlanishiga bog‘liq bo‘Imasa, u R(x,y, z)
funksiyaning o sirt tanlangan tomoni bo‘yicha Il tur sirt integrali deb ataladi
va
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I = ffR(M)dxdy ffR(x y, z)dxdy

orgali belgilanadi. Bu holda R(x, y,z) funksiya x va y o‘zgaruvchilar
bo‘yicha o sirt bo‘yicha integrallanuvchi deyiladi.
Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra

n
Il R(x,y,2)dxdy = lim X, R(xi, yi, 2:)As; (9.45)
—~Vi=1

o =
o sirt tanlangan tomoni bo‘yicha P(x,y,z) funksiyaning y va z
o‘zgaruvchilar bo‘yicha

[ P(x,y,2)dydz
(o2
va Q(x,y, z) funksiyaning z va x o‘zgaruvchilar bo‘yicha
Jf 0(x,y,z)dzdx
o
Il tur sirt integrallari xuddi shu singari aniglanadi.
I[ P(x,y,2)dydz + [[ Q(x,y,2z)dzdx + [[ R(x,y,z)dxdy  (9.46)
o o o

yig‘indi umumlashgan Il tur sirt integrali deb ataladi va
f f P(x,y,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx + R(x,y,z)dxdy (9.47)

o

orgali belgilanadi.

Il tur sirt integralining xossalari. Il tur sirt integralining xossalarini
funksiyaga mos keluvchi hadi misolida garab chigamiz.

1) Sirt tomoni o‘zgarganda integral o‘z ishorasini o‘gartiradi.

2) O°‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisidan tashqgariga chigarish
mumkin:

[f c-R(x,y,z2)dxdy = ¢ [[ R(x,y,z)dxdy

o o
3) Ikkita integrallanuvchi funksiya yig‘indisining Il tur sirt integrali bu
funksiyalar mos integrallarining yig‘indisiga teng:

.g [Ri(x,y,2) + Ry(x,y,z)]dxdy

= ff Rl(x,y,z)dxdy + ff Rz(x,y,z)dxdy
o o
4) Agar o sirt umumiy ichki nugtalarga ega bo‘lmagan vao = 07 U 7,
bo‘ladigan qilib ikkita a; va g, gismlarga ajratilgan bo‘lsa,
[J R(x,y,2)dxdy = [[ R(x,y,z)dxdy + [[ R(x,y,z)dxdy
o o1 02
bo‘ladi.
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5) 0z o‘qiga parallel bo‘lgan ixtiyoriy o silindrik sirt bo‘yicha Il tur sirt
integrali nolga teng:

I R(x,y,2)dxdy = 0.

o
Il tur sirt integralini hisoblash. Il tur sirt integralini hisoblash ikKki
o‘lchovli integralni hisoblashga keltiriladi.
R(x,vy,z) funksiya z = z(x, y) tenglama bilan berilgan o silliq sirtning
barcha nugtalarida uzluksiz, bu yerda z(x,y) berilgan o sirtning Oxy
tekislikdagi proyeksiyasi bo‘lgan D,.,, sohada uzluksiz funksiya.

o sirtning nugtalaridagi normallar Oz o‘q bilan o‘tkir burchak tashkil
giladigan tomonini olamiz. U holda As; > 0 (i = 1,2, ...,n) bo‘ladi.
Z; = Z(xl-,yl-) bo‘lganligi uchun (9.44) yig‘indi

Z R(x;,y;,z;)As; = Z R(x;, v, z(x, yi))As; (9.48)

ko‘rinishni oladl Bu tengllknlng o‘ng tomonidagi yig‘indi uzluksiz
R(x,y,z(x,y)) funksiya uchun D soha bo‘yicha integral yig‘indi bo‘ladi.
(9.48) tenglikda o; elementar sohalar d; diametrlarining A eng kattasi nolga
intilganda limitga o‘tsak,

ff R(x,y,z)dxdy = [[ R(x,y,z(x,y))dxdy (9.49)

ny
xvay o‘zgaruvchllar bo‘yicha Il tur sirt integralini ikki o‘lchovli integral
orgali ifodalovchi formulani hosil gilamiz. Agar sirtning ikkinchi tomonini,
ya’ni quyi tomoni tanlansa ikki o‘Ichovli integral “minus” ishora bilan olinadi.
Shuning uchun

ff R(x,y,z)dxdy = + ff R(x,v,z(x,y))dxdy (9.50)
Xuddi shu singari w

[ f P(x,y,z)dydz = + f [ P(x(y,2),y,2)dydz, (9.51)

f [ Q(x,y,z)dzdx = + fjsz(x y(x,z),z)dzdx, (9.52)

zx

tengliklarni y02|sh mumkin, bu yerda D,, va D,, sohalar ¢ sirtning mos
ravishda Oyz va Oxz tekisliklardagi proyeksiyalari.

(9.51) formulada o sirt x = x(y, z), (9.52) formulada esa y = y(x, z)
tenglama bilan berilgan. Integrallar oldidagi ishoralar bu yerda ham o sirt
tomonining tanlanishiga garab go‘yiladi ((9.50) formuladagi singari sirt

138



normali Ox (Oy) o‘q bilan o‘tkir burchak tashkil qilsa “plyus”, o‘tmas
burchak tashkil gilsa “minus” ishora qo‘yiladi).

(9.47) umulashgan Il tur sirt integralini hisoblash uchun o sirtni uchala
koordinata tekisliklariga proyeksiyalab, (9.50)-(9.52) formulalar yordamida
hisoblanadi:

[[ P(x,y,2)dydz + Q(x,y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy =
== ff P(x(y,2),y,z)dydz +

_’yZ

+ff Q(x,y(x,2),z)dzdx + ffR(x y, z(x,y))dxdy

Dzx xy

Agar o yopiq sirt bo‘lsa, sirtning tashqgi tomoni bo‘yicha Il tur sirt
integrali gfﬁ orgali, ichki tomoni bo‘yicha esa gfys orgali belgilanadi.

9.14- |\/|ISO| f [ 2xdydz — 2zdzdx + xydxdy integralni hisoblang, bu
yerda o sirt 2x + 2y — z = 4 tekislikning V oktantdagi bo‘lagining yugori
gismi.

Z“

=y

i) ~4

9.19-rasm 9.20-rasm

» 9.19-rasmda tekislikning berilgan gismi tasvirlangan. Bu tekislikning
normali vektordan iborat bo‘ladi va uning yo‘naltiruvchi kosinuslari

- 2 S 0.cosf =250
cosa = = — , COS —_ ,
J22+22+ (-2 3 3
1
= —2<0
Cosy 3

bo‘ladi. Demak tekislik ko‘rsatilgan tomonining normali Ox va Oy o‘glar
bilan o‘tkir, 0z o‘q bilan esa o‘tmas burchak tashkil giladi. Shuning uchun
(9.51) va (9.52) formulalardagi ikki o‘Ichovli integral oldiga “plyus”, (9.50)
formulada esa “minus” ishora go‘yamiz. Tekislik garalayotgan gismining
tekisliklardagi proyeksiyalari 9.20-rasmlarda tasvirlangan:
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Endi har bir integralni alohida-alohida hisoblaymiz:
2 2y—4
I = [[2xdydz = [[(4—2y+2)dydz= [dy | (4—2y+2)dz=
o D 0 0

yz

2 1
= [((4— 2y)z+—zz>
0 2

2y—4

3 2
dy ==[ (4 —2y)%dy =
0 2%
2

1
=-—(4-2y)°| =16
4 0
2 2x—4

I, = [[ —2zdzdx = [[ (=22)dzdx = —[dx [ 2zdz =

D7y 0 0
: : 1 2. 32

= _f [ZZ|%X—4]dx = _f (ZX - 4‘)2dx = _—(ZX — 4)3 = —-—:

0 0 6 0 3

2 2—X

2
1
I; = [[ xydxdy = [f xydxdy = [dx [ xydy =] [—xyz
pe D 0 0 o |2

Xy

2—X
]dx=
0

21 1 2
= { Ex(Z—x)zdx =§£(4x—4x2 +x3)dx =

1 4 1 2 4
=5 (22 =307 +3%)

o 3

Shunday qilib,

32
9.15-Misol. [ (y? + z?)dxdy integralni hisoblang, bu yerda o sirt z =
o

4 2
3

V1 — x2 sirtning y = 0 va y = 1 tekisliklar bilan ajratilgan gismining yuqori
tomoni (9.21-rasm).

» Mazkur sirtning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasi 0 <y<1 , —-1<x<1
tengsizliklar bilan aniglangan to‘g‘ri
to‘rtburchakdan iborat. U holda berilgan
integralni (9.50) formulaga ko‘ra
hisoblaymiz:

I 0% + z3)dxdy = [[ (v* + (V1 —x2)H)dxdy =
o Dxy

9.21-rasm
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11 1 /.3
=_fldxg(yz+1—x2)dy=_f1<—+y—x2y>

L4 4 3\|'
— — — A2 _ = — —
__1<3 x)dx <3 3)_1

9.16-Misol. § xdydz + ydzdx + zdxdy integralni hisoblang, bu yerda
g

o sirt x? + y? + z2? = 1 sferaning tashgi tomoni.

» Integrallash sirtining uchala koordinata o‘glariga va tekisliklariga
nisbatan simmetrikligi tufayli va integral ostidagi ifodaning ko‘rinishidan kelib
chiqib

¢p xdydz + ydzdx + zdxdy = 3¢p zdxdy
o o
deb olishimiz mumkin. Shuning uchun bitta integralni hisoblash bilan
chegaralanamiz. Songi integralni ikkita yarim sharlarning tashqgi tomonlari
¢ zdxdy = [[ zdxdy + [[ zdxdy
01 02

o

(01:z =+/1—x2 — y2 yuqori va g,:z = —/1 — x2 — y2 quyi yarim shar)
bo‘yicha integrallar yigindisi shaklida ifodalash mumkin. Yuqori yarim
sharning tashqgi tomoni uchun cosy > 0 va demak, (9.50) formulada “plyus”
ishora olinadi. Quyi yarim shar uchun cosy < 0 va demak, (9.50) formulada
“minus” ishora olinadi, quyi yarim shar tenglamasidagi “minus” ishoraning
hisobiga quyi yarim shar boyicha integral yuqori yarim shar bo‘yicha integral
bilan ham qiymati ham ishorasi boyicha tenglashadi. Shuning uchun
[f zdxdy = 2[[ zdxdy bo‘ladi, bu yerda integrallash yugori yarim sharning
o

01
tashgi tomoni bo‘yicha olinmaogda. Yarim sharning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasi D, = {(x,y):x* + y* < 1} doiradan iborat bo‘ladi. U holda

[ zdxdy = [[ /1 —x2 — y2dxdy
01

Dyy
Ikki o‘lchovli integralda qutb koordinatalariga o‘tsak

2m 1
JfJ1—x2—y2dxdy = [ dof1—712 rdr =
0

21 (1 _ 1,.2)3/2 1 1 2m 2
= |- dp==[ dp ==n




Demak,

2 4
= 2 | J— = —
923 zdxdy 3 T 3 T,
bundan esa

4
¢ xdydz + ydzdx + zdxdy = 3 3T = 41 <

o

I va Il tur sirt integrallari orasidagi bog‘liglik. Il tur sirt integralini
boshga usul bilan ham keltirib chigarish mumkin, anigrog*i, integral ostida
maxsus ifodalar turgan | tur sirt integralidan hosil gilinadi. Orieyentirlangan o
sirtning ixtiyoriy nuqgtasidagi normalning yo‘naltiruvchi kosinuslarini cos «,
cos 8 va cos y orgali belgilaymiz. U holda As; = cosy; AS; taqribiy tenglikni
yozish mumkin, bu yerda As; yuza g; qismiy sirtining yuzi, AS; esa g;qismiy
sirtining Oxy tekislikdagi D; proyeksiyasining yuzi, y; burchak o sirtga biror
M; € o; nugtada o‘tkazilgan normal bilan Oz o°q tashkil gilgan burchak.
Shuning uchun bu tagribiy tenglik o‘rniga

dxdy = cosy - ds (9.53)
tenglikni yozish mumkin. Xuddi shu singari
dxdz = cosf - ds, dydz = cosa -ds (9.54)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
(9.53), (9.54) formulalarni Il tur sirt integraliga qo‘llaymiz, natijada:
1) R(x,y, z) funksiyaning Oxy tekislik boyicha Il tur sirt integrali I tur
sirt integrali orqali quyidagi formula yordamida ifodalanadi:
[ R(x,v,2)dxdy = [[ R(x,y,z) cosy ds (9.55)

2) Q(x,y,2) faunksiyaning Oxz tekiaslik bo‘yicha Il tur sirt integrali | tur

sirt integrali orqgali quyidagi formula yordamida ifodalanadi:
I Q(x,y,2)dzdx = [[ Q(x,y,2) cos S ds (9.56)
3) P(x, v, z) funksiyaning Oyz tekislik bo‘yicha Il tur sirt integrali I tur

sirt integrali orqali quyidagi formula yordamida ifodalanadi:
[f P(x,y,2)dydz = [[ P(x,y,2) cosads (9.57)

o o
(9.55)-(9.57) formulalarni hadma-had qo‘shib sirtning tanlangan tomoni
bo‘yicha Il tur sirt integralini | tur sirt integrali bo‘yicha ifodalovchi

[f Pdydz + Qdzdx + Rdxdy =
o

_fCasatousprrasas 059
o
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formulani hosil gilamiz.
9.17-Misol. [[ zcosy ds integralni hisoblang, bu yerda o sirt x? +

o
y? + z2 = 1 sferaning Oxy tekislikdan yuqgorida joylashgan gismining tashqi
tomoni, y esa o sirt normalining Oz o‘qi bilan tashkil gilgan o‘tkir burchagi
(9.22-rasm).
» Sirt integrallarini bog‘lovchi (9.53)
formulaga ko‘ra

ffzcosyds = ffzdxdy

bo‘ladi. a sirtning Oxy teklsllkdagl Dy, _.
proyeksiyasi Dy, = {(x,y):x? + y* < 1} ¥ 1 9.22-rasm
doiradan iborat. Shuning uchun (9.50) formulaga ko‘ra
ff zdxdy = [[ /1 —x2 — y2dxdy

Dyy
tenglikka ega bo° Iamlz. O‘ng tomondagi ikki o‘lchovli integralda qutb
koordinatalariga o‘tamiz:

[ V1 -x2 - y?dxdy = qu)fm dr =

ny
21 a2 3/2
=f[—(1 ) dp =3[ dp =3 <
0 3 o 3

II tur sirt integralining fizik ma’nosi. Blr birlik vaqt mobaynida
berilgan o sirt orgali sizib o‘tadigan suyuqlik miqdorini (ba’zan bu holda o
sirt orqgali suyuglik sarfi ham deb yuritiladi) topish masalasini garaymiz.
Suyuglikning zichligi o‘zgarmas, suyuglik sirt orqali sizib o‘ta oladi va
suyuqlikning oqishi barqaror, ya’ni M nuqtadagi tezlik vektori v(M) vaqt
bo‘yicha o‘zgarmas deb faraz gilamiz.

Agar o sirt yuzi S ga teng bo‘lgan tekislik gismi, (M) vektor esa bu
tekislikka perpendikulyar bo‘lsa, u holda bir birlik vaqt mobaynida o sirt
orgali sizib o‘tgan suyuglik hajmi V = |v|S gateng bo‘ladi. Agar v(M) vektor
tekislik normali bilan ¢ burchak tashkil gilsa, V = |7|S cos¢ bo‘ladi.
Tekislik normali vektorining yo‘nalishiga garab suyuqglik sarfi musbat, manfiy,
xususiy holda nol ham bo‘lishi ravshan.

o sillig sirt va uning ixtiyoriy M(x,y,z) € o nugtasida v(M) =
v(x, y, z) vektor funksiya yordamida tezlik vektori aniglangan bo‘lsin. o sirtni

127 2
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yuzlari As; va diametrlari d; (i = 1,2,...,n) bo‘lgan n ta oy,0y,...,0,
gismlarga bo‘lamiz va har bir qismiy sirtda ixtiyoriy M;(x;,y;, z;) nugtani
tanlaymiz. d; diametrlarning kichik giymatlarida o; gismiy sirtni uning o
sirtga M; nuqgtada o‘tkazilgan urinma tekislikdagi proyeksiyasi bilan
almashtirish mumkinligi ravshan. Bundan tashgari qismiy sirtda suyuglik
tezligi vektorini o‘zgarmas va v(M;) ga teng deb faraz gilamiz. Bu gilingan
farazlarda sirtga M; nugtada o‘tkazilgan normalning 7(M;) birlik vektori
yo‘nalishida o; qismiy sirt orgali suyuqglik sarfining umumiy hajmi tagriban
Vi = |[U(M;)| cos @; As;

giymatga teng bo‘ladi, bu yerda ¢; suyuglik tezligi v(M;) vektori bilan,
n(M;) birlik vektori orasidagi burchak. Butun sirt orgali suyuglik sarfining
umumiy hajmi

V= Z |v(M;)| cos @; As; (9.59)

yig‘indi giymatiga tagriban teng bo ladi.

o sirtni g; gismiy sirtlarga bo‘lishlarda ularning o‘lchamlari ganchalik
kichik bo‘lsa, so‘ngi tenglikdagi xatolik shunchalik kichik bo‘lishi ravshan.
Shuning uchun,

n
V= lim Z |U(M;)| cos ¢; As; (9.60)

deb olish mumkin, bu yerda 1 = maxd

1<isn
cos a(M;), cos B(M;), cos y(M;) birlik (M;) vektorning yo‘naltiruvchi
kosinuslari bo‘lsin, ya’ni
#(M;) = cos a(M;) T+ cos B(M;) ] + cosy(M;) k
va P(M),Q(M),R(M) lar esa v(M) suyuglik tezligi wvektorining
koordinatalari bo‘lsin:
B(M) = P(M)T + Q(M)] + R(M)k (9.61)
U holda
[D(M;)| cos ¢; = v(M)n(M;) = P(M;) cos a(M;) +
+Q(M;) cos f(M;) + R(M;) cosy(M;), M; € o;.
Bu tenglikni (9.60) tenglikka go‘ysak, I tur sirt integralining ta’rifiga ko‘ra

V= hm Z (P(M;) cosa(M;) + Q(M;) cos B(M;) + R(M;) cosy(M;))As;
f (P(M)cosa(M) + Q(M) cosB(M) + R(M) cosy(M))ds

o
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tenglikni hosil gilamiz. Shuning uchun (9.58) formulani inobatga olsak, o sirt
orgali (9.61) ko‘rinishdagi tezlik vektoriga ega bo‘lgan suyuqlik ogimining
vaqt birligidagi umumiy hajmi

V= P(x,y,2z)dydz + Q(x,y,2z)dzdx + R(x,y,z)dxdy  (9.62)

o A
Il tur sirt integrali bilan hisoblanadi. z

9.18-Misol. x +2y+2z =2 tekislikning
birinchi oktantdagi gismi bo‘ylab ¥ = —x7 + '
2y7 + zk tezlik vektoriga ega bo‘lgan suyuglik
ogimining vaqt birligida ogib o‘tgan suyuglik
hajmini toping (tekislik normali Oz o‘q bialn
o‘tkir burchak tashkil giladi).
» Sirtning Oxy, Oyz va Ozx tekisliklardagi 1 9.23-rasm
2—Xx

proyeksiyalari mos ravishda D, {(x y):0<x<20<y< T} ,
Dy, ={(»,2):0<y<1,0<z< 2—2y}, D, ={(x,2z): 0<x<20<
z < 2 — x} uchburchaklardan iborat bo‘ladi (9.23-rasm). Oqib o‘tgan suyqlik
hajmini (9.62) formulaga ko‘ra hisoblaymiz. Bu yerda P(x,y,z) = —x
Q(x,y,z) =2y, R(x,y,z) = z bo‘ladi.

(9.62) integral uchta integralning yig‘indisidan iborat va ularni alohida-
alohida hisoblaymiz:

2-2y
Il—ff — xdydz = ff(2y+z—2)dydz_fdyf 2y +z—2)dz =
Dy,
1 2\ |72 1 o982
=J ((Zy—2)2+27> dy=f(—%>dy=
0 . 0
_ @y 2
12 |, 3
2 2-x
Iz—fnydde—ff(Z—x—z)dzdx—fdxf (2—x—2z)dz =
Dyx 0
2 2\ 2(Z—x)2 2-x3" 4
=£ ((2—x)z—7>0 { =-— 0_5;
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2 (2-x)/2
ff zdxdy = ff (2 —x—2y)dxdy = fdx fo (2—x—2y)dy =
2
=@y -y ax = [ G ar - TN 2
0

12 03

Bu integrallarni go‘shib, vaqt b|rI|g|da sirt orqall ogib o‘tgan suyuqglik
hajmini topamiz:

V=L+1+I3= 2+4+2—4

ST s T 373730 3

9.11. Ostrogradskiy-Gauss formulasi

Yopiq sirt bo‘yicha Il tur sirt integrali bilan bu sirt chegaralagan hajm
boyicha olingan uch o‘lchovli integral orasidagi bog‘liglikni quyidagi teorema
o‘rnatadi:

9.6-Teorema. Agar P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) funksiyalar va
ularning xususiy hosilalari biror fazoviy V sohada uzluksiz bo‘lsa, quyidagi
formula o‘rinli

i (‘”’ o

bu yerda o fazowy V sohaning chegara5| va integrallash o sirtning tashqi
tomoni bo‘yicha olinadi.
(9.63) formula Ostrogradskiy-Gauss z4 n
formulasi deb ataladi. ;!
» 1 soha quyidan z = z;(x,y)
tenglama bilan aniglanadigan o; sirt bilan,
yugoridan esa tenglamasi z = z,(x,y)
bo‘lgan o, sirt bilan, yon tomondan
yasovchilari Oz o‘qga parallel bo‘lgan o5 0
sirt bilan chegaralangan bo‘lsin, bu yerda
z1(x,y) va  z,(x,y) funksiyalar V
sohaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi
bo‘lgan  D,,  sohada
uzluksiz va uning nuqtalarida z;(x,y) < z,(x,y) deb faraz gilamiz (9.24-

rasm).

) dxdydz = gQS Pdydz + Qdzdx + Rdxdy  (9.63)

x 9.24-rasm
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R(x,y, z) funksiyaga mos keluvchi uch o‘lchovli integralni garaymiz:

OR
) 5 i gdxdydz =

Z3(x,y)
OR
= [[dxdy [ a—dz—
Dyy z1(xy) 02
fo R(x,y,2(x,y))dxdy — ff R(x,y,2;(x,y))dxdy.
xy xy

O°‘ng tomondagi ikki o‘lchovli integrallarni (9.50) formulalarga ko‘ra o; va
g, sirtlar bo‘yicha Il tur sirt integrallari bilan almashtiramiz (o, sirt normali
Ox o‘q bilan o‘tmas burchak tashkil qilganlini sababli “minus” ishora olamiz).
Natijada

OR
fff —dxdydz = ff Rdxdy + ff Rdxdy
174 aZ (0)) 01

tenglikka ega bo‘lamiz.
Il sirt integrallarining 5) xossasiga ko‘ra o5 sirtning tashgi tomoni
bo‘yicha olingan ff Rdxdy integral nolga teng. Shuning uchun uni so‘ngi

tenglikning o ng tomonlga go‘shib

fff —dxdydz = [ Rdxdy + [[ Rdxdy + [[ Rdxdy

02 01 03
tenglikni y02|sh mumkKin. ¢ = gy U 0, U o3 ekanligidan
OR
[[J =—dxdydz = ¢ Rdxdy (9.64)
v 0z o
kelib chigadi.
0
JIf —dedydz = ¢ Qdxdz (9.65)
4 ay o
opP
[[| —dxdydz = ¢ Pdydz (9.66)
v 0x o

tengliklar ham xuddi shu singari isbotlanadi.
(9.64), (9.65) va (9.66) formulalarni hadma-had qo‘shib (9.63)
Ostrogradskiy-Gauss formulasini hosil qilamiz. <
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9.19-Misol. ¢ xdydz + 2ydzdx + 3zdxdy integralni hisoblang, bu
o

yerda o sit x+y+z=2, x=0, y=0, z=0 tekisliklar bilan
chegaralangan piramidaning tashgi tomoni.
» Ostrogradskiy-Gauss formulasiga ko‘ra

¢ xdydz + 2ydzdx + 3zdxdy = [[[ (1 + 2 + 3)dxdydz =
’ 2 Zl/x 2—x=y
=6f[[ dxdydz=6[dx[ dy [ dz=
|74 0 0 0

2—x 2 2—x

=6f2dxf [zlg_x_y]dy= 6fdx] 2—x—y)dy=
0 0 0 0

2 2\ |>7*
=6/ ((2 —x)y — %)
0

2
1

dx = 6f = (2 —x)%dx =
0 2

qiymatni hosil qildik. <
9.20-Misol. ¢ x3dydz + y3dzdx + z3dxdy integralni hisoblang, bu

o
yerda o sirt x2 + y2 + z? = R? sferaning tashgi tomoni.
» Ostrogradskiy-Gauss formulasiga ko‘ra
gﬂi x3dydz + y3dzdx + z3dxdy = 3fff (x2 + y? + z?)dxdydz,
uch o |ChOV|I integralda sferik koordinatalrni k|r|t|b

2T T

3fff(x + y? +Zz)dxdydz—3f d(pf 51n9d9fp4dp—

qiymatga ega bo‘lamiz. <
9.12. Stoks formulasi

12mp®
5

Stoks formulasi sirt va egri chizigli integrallar o‘rtasida aloga o‘rnatadi.
Ostrogradskiy-Grin, Ostrogradskiy-Gauss formulalari singari Stoks formulasi
ham ko‘p radbiglarga ega.

9.7-Teorema. Agar P(x,y,z), Q(x,v,z) va R(x,y,z) funksiyalar va
ularning birinchi tartibli xususiy hosilalari oriyentirlangan o sirt nuqtalarida
uzluksiz bo‘lsa,
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ff (G_Q — 6_P> dxdy + (6_R — G_Q) dydz + (a—P — 6_R> dzdx =

s \dx Jdy dy 0z dz Ox
= ¢ Pdx + Qdy + Rdz (9.67)
L
tenglik orinli bo‘ladi, bu yerda chap tomondagi Il tur sirt integralida

integrallash ¢ sirtning yuqori gismi bo‘yicha, L — egri chiziq o sirtning
chegarasi va integrallash musbat yo‘nalishda olib boriladi (ya’ni L egri
chizigni aylanib chigish soat strelkasi harakatiga garama-garshi yo‘nalishda
bo‘ladi).

(9.67) formula Stoks formulasi deb ataladi. zt

» o sirt z=z(x,y) tenglama bilan
berilgan bo‘lsin, z(x,y), zx(x,¥), zy(x,y)
funksiyalar o sirtning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasi bo‘lgan D,, sohada uzluksiz va

D,,, sohaning chegarasi [ egri chizig bo‘lsin. 0 R

0z o‘giga parallel bo‘lgan har ganday to‘g-ri B Y
chizig o sirtni ko‘pi bilan bitta nugtada 2 ///'
kesib o‘tadi deb faraz gilamiz (9.25-rasm). /x ~ !

o sirtning yugori tomonini tanlaymiz. Dastlab 9.25-rasm

¢ P(x,v,z)dx integralni garaymiz.
L

P(x,y,z) funksiyaning L egri chiziq nuqgtalaridagi giymati
P(x,y,z(x,y)) funksiyaning [ egri chiziq nuqgtalaridagi giymatiga teng.
Shuning uchun

¢ P(x,v,2)dx = § P(x,y,z(x,y))dx.
L l
O‘ng tomondagi integralga Ostrogradskiy-Grin formulasini qo‘llab

d
glsfP(x, v,z(x,y))dx = ff (O — @P(x, v, z(x, y)) dxdy =

Dxy
B ff (6P+6P 62)d p
= AR P xdy (9.68)

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda integral ostidagi funksiya P(x,y,z)
funksiyadan z o‘rniga z(x,y) qo‘yilgandan song y bo‘yicha xususiy hosila
olish orgali hosil gilingan.
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o sirtning yugori tomoni bo‘lganligi uchun (ya’ni cosy > 0), normal
{-zy,—z,,1} koordinatalarga ega bo‘ladi. Ma’lumki yo*naltiruvchi
kosinuslar mos koordinatalarga proporsional, shuning uchun

cosff —z,

/
= = —Z.
cosy 1 Y

Bu tenglikni (9.68) tenglikning o‘ng tomoniga qo‘llab

0P 0P cosf
P = — — . =
919 (3, 2(x, y))dx Dfxfy(ay 0z cosy) dxdy
— (ap dP ) 1 dxd
= o aycosy e cosf3 cosy xdy

tenglikka ega bo‘lamiz. Agar (9.50), (9.53) va (9.55) formulalarni inobatga

olsak

dP dP

Q?P(x,y,z(x,y))dx = —g (@cosy —Ecosﬁ) ds

tenglik hosil bo‘ladi. O‘ng tomondagi integral | tur sirt integralidan iborat,
unga yana (9.55) va (9.56) formulalarni go‘llab

opP opP
¢ P(x,y,2)dx = —[[ —dxdy + [| —dzdx (9.69)
L o ay o aZ
Il tur egri chizigli integralni I tur sirt integrali orgali ifodaladik.
Xuddi shu singari (9.67) tenglikning o‘ng tomonidagi ¢ Qdy, § Rdz
L L
integrallar uchun

0 d
%SQ(x,y, z)dy = —Lf a—gdydz +£f %dxdy (9.70)

OR OR
¢ R(x,y,2)dz = —[[ —dzdx + [[ —dydz (9.71)
L o 0x o ay

tengliklarni yozish mumkin. (9.69), (9.70) va (9.71) tengliklarni hadma-had
go‘shib (9.67) Stoks formulasini hosil gilamiz. <
9.21-Misol. ¢ x?y3dx +dy + zdz integralni  Stoks formulasi
L

yordamida hisoblang, bu yerda L egri chiziq x? + y? = 1, z = 0 tenglamalar
bilan aniglangan aylana, o sirt x* + y* + y% =1 (z > 0) yarim sferaning
yuqori gismidan iborat.

» P(x,y,z) =x%y3, Q(x,y,z) =1 va R(x,y,z) =z bo‘lganligi
uchun
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0Q 9P 0R 0Q 0P OR

— — — = —3x%y?, — =0, ——5-=0
dx Jy * dy 0z dz Ox
bo‘ladi. o sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi D, = {(x,y):x* + y? <
1} doiradan iborat. U holda Stoks formulasiga ko‘ra
¢ x2y3dx + dy + zdz = =3[ x*y?dxdy = =3 [[ x?y?dxdy
L o ny
bu yerda Dy, = {(x,y):x* + y* < 1,x = 0,y = 0} deb doiraning chorak
gismini belgilaymiz va so‘ngi integral ostidagi funksiyaning ko‘rinishidan,
hamda integrallash sohasining koordinata boshi va o‘glariga nisbatan
simmetrikligini inobatga olsak
=3 [[ x?y?dxdy = —12 [[ x*y?dxdy
Dxy Diy
bo‘ladi. Bu yerda qutb koordinatalariga o‘tamiz:
/2 1
—12 [ x?>y?dxdy = =12 de[ r?cos? o r?sin? p rdr =
Dy 0 0
g /2 1

=—12[ cos?@sin>pde[ r°dr =
1'[/20 r6 . 0
= -3/ sin®2pdp-—| =—=. <
0 6|, 8
Nazorat savollari
1. x =x(t),y = y(t),a <t < B parametrik tenglama bilan berilgan L egri
chizig ganday shart bajarilganda sillig egri chizig deb ataladi?
2. 1 tur egri chiziqli integralga ta’rif bering.
3. Qanday shart bajarilganda f (x, y) funksiyaning L egri chiziq bo‘yicha I tur
egri chizigli integrali mavjud bo‘ladi?
4. 1 tur egri chizigli integralning xossalarini sanab o‘ting.
5. L egri chizig x =x(t),y = y(t),a <t < [ parametrik tenglama bilan
berilgan bo‘lsa, f(x,y) funksiyaning L egri chiziq bo‘yicha I tur egri chizigli
integralini hisoblash formulasini keltiring.
6. L egri chiziq y = y(x),a < x < b tenglama bilan berilgan bo‘lsa, f(x,y)
funksiyaning L egri chiziq bo‘yicha | tur egri chizigli integralini hisoblash
formulasini keltiring.
7. II tur egri chiziqli integralga ta’rif bering.
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8. Il tur egri chizigli integral mavjudligi haqgidagi teoremani bayon qiling.
9. Il tur egri chizigli integralning xossalarini bayon giling.
10. Ostrogradskiy-Grin formulasini yozing.
11. 1l tur egri chizigl integralning integrallash yo‘liga bog‘liq bo‘Imaslik
shartini keltiring.
12. Qanday sirtlarga sillig sirt deb ataladi?
9. | tur sirt integraliga ta’rif bering.
14. Qanday shart bajarilganda I tur sirt integrali mavjud bo‘ladi?
15. I tur sirt integralini xossalarini bayon giling.
16. Qanday sirtlarga oriyentirlangan sirtlar deb ataladi?
17. Bir tomonli sirtga misol keltiring.
18. Il tur sirt integralining ta’rifini bayon qiling.
19. 11 tur sirt integralining xossalarini sanab o‘ting.
20. 11 tur sirt integralini hisoblash usulini keltiring.
21. Ostrogradskiy-Gauss formulasini yozing.
22. Stoks formulasini yozing.
Mashqlar.
Quyidagi I tur egri chizigli integrallarni hisoblang:
1. [ (2x + y)ds, bu yerda L — chiziq y = 5x to‘g°ri chizigning 0(0,0) va
L

A(2,10) nuqtalar orasidagi kesmasi.
2. f ds bu yerda L — chiziq x? + y? = 1 aylananing yugori yarmi.

3. {«/ ds, bu yerda L —chiziq y = x3 giperbolaning 0(0,0) va A(1,1)

nuqgtalarni tutashtiruvchi yoyi.
4. y =x%/2+1 egri chizigning P(x,y) nuqtadagi zichligi u(P) = x +
1,x € [0,4/3] tenglik bilan aniglansa, uning m massasini toping.
5. x =10cos3t,y = 10sin3t,0 <t < m/2 astroidaning zichligi u =1
o‘zgarmas bo‘lsa, uning massasini va og‘irlik markazining koordinatalarini
toping.
Quyidagi Il tur egri chizigli integrallarni hisoblang:

6. [ x3dx + 3y%zdy — x?ydz, bu yerda AB uchlari A(3,2,1) va 0(0,0,0)

AO

nuqtalarda bo‘lgan kesma.
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7. | 6x?ydx + 10xy?dy, bu yerda integrallsh y = x* giperbolaning A(1,1)

AB
nugtadan B(2,8) nugtagacha bo‘lgan yoyi.
8. [ yzdx + xzdy + xydz, bu yerda L egri chiziq x = acost, y = asint,
L

z = ct vint chizig‘ining t parametr 0 dan 2 gacha o‘zgargandagi qismi.
9. § —x%ydx + xy*dy, bu yerda L — markazi koordinatalar boshida va
L
radiusi R bo‘lgan aylana.
1,1)

10. [ (x? +y)dx + (y? + x)dy egri chizigli integral integrallash yo‘liga
(0,0)

bog‘lig emasligiga ishonch hosil gilingandan so‘ng, uni hisoblang.
Quyidagi I tur sirt integrallarini hisoblang:

11. ff —% bu yerda o — sit x+y+z=1 tekislikning birinchi
o (1+x+z)

oktantda joylashgan gismi.
12. [[ xyzds, bu yerda o —sirt x + y + z = 1 tekislikning birinchi oktantda

o
joylashgan gismi.
9. ff (x + 18y + 24z)ds, bu yerda o —sirt x + 2y + 3z = 1 tekislikning
o
birinchi oktantda joylashgan gismi.
14. [ xds , bu yerda o — sirt x2+y% =1 silindring z=0 va z = 2
o
tekisliklar bilan ajratilgan gismi.
15. [[ z*ds, bu yerda o —sirt x% + y? + z2 = 1 sferaning yuqori yarim gismi.
o
Quyidagi Il rur sirt integrallarini hisoblang:
16. [[ x*dydz + y?dxdz + z?dxdy , bu yerda o — sirt x% + y? +z% =
o
1 (y = 0) yarim sferaning tashqi tomoni.
17. [ xdydz + y*dxdz + z*dxdy , bu yerda o — sirt x> + y> < R?z €
o
[—H, H] jism sirtining tashqgi tomoni.
18. [[ xdydz + ydxdz + xdxdy, bu yerda ¢ —sirt x?/a® + y?/b? + z%/
o
c? = 1 ellipsodning ichki tomoni.
19. [f (xy? + z¥)dydz + (yz? + x?)dxdz + (zx? + y?)dxdy , bu yerda
o

o —sirt x? + y% + z2 = R? (z = 0) yarim sferaning tashqi tomoni.
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20. x? + y? = R?,|z| < H silindrning yon sirtining tashqgi tomoniga v = xi +
yj + zk tezlik vektoriga ega bo‘lgan suyuglik ogimining vagt birligida oqib
o‘tgan suyuqlik hajmini toping (tekislik normali Oz o‘q bialn o‘tkir burchak
tashkil giladi).
Javoblar.
1.2v/26. 2. 2m. 3. (10v/10 — 1)/54. 4. m = 7/3 +InvV2 + V3 + V3. 5.
m =5, C(4,4).6.—-87/4.7.3132.8.0.9. tR*/2.10.5/3.11./3(In2 —
1/2). 12.4/3/120. 13. V/14/2. 14. 0. 15. 2m/5. 16. R*/4. 17. 2THR?.
18. —4mabc. 19. ma*(8a + 5)/20. 20. 2wHR?
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X BOB. MAYDONLAR NAZARIYASI ELEMENTLARI

Fizika, mexanika va matematikaning katta bo‘limi bo‘lgan maydonlar
nazariyasida skalyar, vektor va tenzor maydonlar o‘rganiladi.

Fizika, elektrotexnika, mexanika, matematika va boshga texnik
fanlarning ko‘pgina masalalari skalyar va vektor maydonlarni o‘rganishga olib
keladi.

10.1. Skalyar maydon tushunchasi

Agar fazoning yoki fazo gismining har bir nugtasida biror migdorning
giymatlari aniglangan bo‘lsa, mazkur migdorning maydoni berilgan deyiladi.
Qaralayotgan miqgdor skalyar bo‘lsa, ya’ni soniy qiymat bilan aniqlansa,
maydon skalyar maydon deb ataladi. Misol sifatida gizdirilgan jismning ichki
gismidagi temperaturalar maydonini, biror idishdagi suyuqlik bosimi
maydonini, biror hajmdagi gaz zichligi maydonini va shunga o‘xshashlarni
keltirish mumkin.

Skalyar maydon nugtaning v = u(M) funksiyasi bilan beriladi. Agar
fazoda dekart koordinatalar sistemasi Kkiritilgan bo‘lsa, bu funksiya M
nugtaning x, y, z koordinatalarining funksiyasiga aylanadi:

u=u(x,vy,2z). (10.1)

10.1-Misol. u = /1 — x2 — y2 — z2 funksiya radiusi 1 va markazi

koordinatalar boshida bo‘lgan sfera bilan chegaralangan nugtalarda skalyar
maydonni aniglaydi.

10.1-Ta’rif. u(M) funksiya o‘zgarmas C giymatni gabul giladigan
nuqtalar to‘plamiga maydonning sath sirti deb ataladi. Sath sirtining
tenglamasi

u(x,y,z) =C (10.2)

ko‘rinishda bo‘ladi.

C o‘zgarmasga mumkin bo‘lgan barcha giymatlarni berib, sath sirtlari
oilasini hosil gilamiz.

10.2-Misol. Yer atmosferasi zichligi maydonining sath sirtlari markazi
yer markazida bo‘lgan konsentrik sferalardan iborat bo‘ladi. Sfera radiusi
gancha katta bo‘lsa, C o‘zgarmasning giymati shuncha kichik bo‘lishi ravshan
(10.1-rasm).

10.3-Misol. Idishdagi suvning gidrostatik bosimi maydonining sath
sirtlari gorizontal tekisliklardan iborat bo‘ladi. Tekislikning chuqurligi gancha

katta bo‘lsa, C o‘zgarmasning giymati shuncha katta bo‘ladi (10.2-rasm).
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10.1-rasm 10.2-rasm 10.3-rasm
10.4-Misol. u = z/(x? + y?) maydonni garaymiz. Uning sath sirtlari
Z

=C

x? + y?
ya’'ni
z=C(x%*+vy?)
tenglamaga ega bo‘ladi. Ular umumiy Oz aylanish o‘giga ega bo‘lgan
paraboloidlar oilasidan iborat. C o‘zgarmasning giymati gancha katta bo‘lsa,
paraboloid shuncha “tik” bo‘adi (10.3-rasm).

Skalyar maydonni aniglovchi u = u(M) funksiya Oxy tekislikda yoki
uning bir gismida aniglangan bo‘lsa, yassi skalyar maydonni hosil gilamiz. Uni
M nugtaning koordinatalari orgali ifodalasak, u = u(x,y) funksiyaga ega
bo‘lamiz. u(x,y) = C bu holda maydon sath chizig ‘ining tenglamasi deb
ataladi.

10.2. Yo¢‘nalish bo‘yicha hosila

u = u(x,y,z) skalyar funksiya bilan aniglangan skalyar maydon
berilgan bo‘lsin. Qo‘zg‘almas My(xy,vo, Zz9) va o‘zgaruvchan M(x,y, z)
nuqgtalarni o‘lamiz (10.4-rasm). u funksiyaning bu nugtalardagi giymatlaridan

Au(My) = u(M) — u(M,),
ya’ni
Au(x0, Y0, 20) = u(x,y,2) — u(xo, Yo, Zo)
ayirmani tuzamiz.
[ = MyM vektorning uzunligini Al orgali belgilaymiz: Al = |M,M|.
Au . u(x, Y, Z) - U(XO, yOlZO)
Al Al
nisbat maydonning MyM kesmada o‘zgarishining o‘rtacha tezligini aniqglaydi.
10.2-Ta’rif. Agar chekli
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lim A_u lim u(x,y,z) — u(xp, Yo, Zo)
Al-0 Al B Al-0 Al .
limit mavjud bo‘lsa, bu limitni biz u(M) maydonning M, nuqtadagi [

yo‘nalish bo‘yicha hosilasi deb ataymiz va uni é 0) orgali belgilaymiz.

Fizik nuqtay nazardan bu migdor M nugta yo‘nalishida maydon
o‘zgarishining M, nugtadagi tezligini aniqglaydi. 1
Ax =x —xg, Ay =y — vy, Az =z — z,
deb belgilash kiritamiz. U holda
Ax = Alcosa, Ay = Alcosf3, Az = Alcosy
bo‘ladi, bu yerda cos a, cos 8, cosy yuqorida

kiritilgan MyM vektorning yo‘naltiruvchi 0 2

kosinuslari. 10.4-rasm
x du Jdu
u(x, y, z) funksiya maydonning barcha nuqtalarida uzluksiz P @ va

ou

3 xususiy hosilalarga ega deb faraz gilamiz. U holda bu funksiya maydonda

differensiallanuvchi bo‘ladi, bu esa

du(My) du (M) du(Mp)
Au(M,) = F Ax + 3y Ay + e
degan ma’noni anglatadi. Bu tenglikning ikkala tomonini Al ga bo‘lib,
Au(M,) ou(My)Ax oJu(My)Ay ou(My)Az o(Al)
Al ox AT dy AT oz ATl
tenglikni hosil gilamiz. Yugoridagi Ax = Alcosa, Ay = Alcosf, Az =
Al cosy tengliklarni inobatga olsak, so‘ngi tenglik

Az + o(AD)

Au(My)  du(M,) ou(M,) N
A - ox cosa + 3y cos
ou(My) o(Al)

Tz VT (10.3)
ko‘rinishni oladi. Al%m0 (AAI) = 0 ekanligini hisobga olib, (10.3) tenglikda
Al — 0 bo‘lganda limitga o‘tamiz va natijada yo‘nalish bo‘yicha hosila uchun

du(M,)  0u(M,) du(M,) du(M,)
= 10.4
3 37 0S¢ + 3y cosfB + 5, COSY (10.4)

formulani hosil gilamiz.
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aU(Mo)

Shunday qilib, biz hosilaning nafagat mavjudligini isbotladik,
balki uni hisoblash formulasini ham keltirib chigardik.

fyo‘nalish bo‘yicha hosila M, nugtada maydonning bu yonalish

a -
bo‘yicha o‘zgarish tezligini tavsiflaydi. Agar 6—1; > 0 bo‘lsa, u funksiya I

d S
yo‘nalishda o‘sadi, agar a—llt < 0 bo‘sa, u funksiya [ yo‘nalishda kamayadi.
10.5-Misol. u = x%y + y%z + z?x maydonning M,(2,3,1) nugtada
My,M; vektor yo‘nalishidagi hosilasini toping, bu yerda M, (4,5,2).

» u funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

gyt Poayriar, ooty
Py xy + z%, 6y_ vz + x°, P zx + y*,

demak
du(M,) =13, du(M,) = 10, du(M,) _
0x dy 0z
M, va M, nugtalarning koordinatalaridan M,M; = {2,2,1} vektorni hosil
gilamiz. Shuning uchun Al = [MyM; | = V22 + 22 + 12 = 3 bo‘ladi. U holda
W vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari

13.

2 2 1
cosa=§, cos,8=§, cosy=§
giymatlarni gabul giladi. Topilganlarni (10.4) formulaga qo‘yib
M) _ 1324102413222
al 3 3 3 3

yo‘nalish bo‘yicha hosilaning giymatini topdik. <
Mulohaza. Agar « = 0, = y = 90° bo‘lsa, (10.4) formula
ou(My) odu(M,)
al ox

ko‘rinishni oladi, ya’ni x bo‘yicha xususiy hosilani u(M) maydondan Ox
o‘gning musbat yo‘nalishi bo‘yicha olingan hosila sifatida garash mumkin
ekan. Xuddi shu singari mulohaza y va z bo‘yicha xususiy hosilalarga
nisbatan ham o‘rinli bo‘ladi.

158



10.3. Skalyar maydonning gradiyenti va uning xossalari

Maydonning bitta nugtadagi biroq turli yo‘nalishlardagi hosilalari,
ou(Mo)
dl
yo‘nalishda (ya’ni ganday «, 8 va y burchaklarda) eng katta giymatni gabul

gilishini aniglaymiz.
(10.4) tenglikning o‘ng tomoni birlik € = {cos a, cos 8, cos y} vektor va

umuman olganda turlicha bo‘ladi. M, nuqgtadagi hosila gaysi

L (Ou(My) ou(My) odu(My) : . i
boshga g —{ ax 0y ' 0z }vektornmg skalyar ko‘paytmasidan
iborat ekanligini ko‘rish mumkin:

du(M,) _ ao
EY = ge.
|€] = 1 bo‘lganligi uchun
Ju(M, —
((31 ) = | g cos(g, é) (10.5)

tenglikni yozish mumkin.

ou(M
(10.5) tenglikdan ugl 0) hosila g va e vektorlar orasidagi burchak

nolga teng bo‘lganda eng katta giymatni gabul giladi degan xulosaga kelish
mumkin. Bu esa gidirilayotgan yo‘nalish g vektorning yo‘nalishidan iborat
ekanligidan dalolat beradi. Shunday qilib, u(x, y, z) maydon M, nugtada g =
{au(Mo) du(Mg) du(My)
dx ' dy ' 0z
u(M) skalyar maydonning M, nuqtadagi gradiyenti deb ataladi va
grad u(M,) orqali belgilanadi.
Shunday qilib, ta’rifga ko‘ra

}vektor yo‘nalishida eng tez o‘sar ekan. Bu vektor

ou(My) ,  ou(My), Ju(M) -
= _ 10.
grad u(M,) % I+ 3y J+ e k (10.6)
Endi (10.4) tenglikni
ou(My)
T e - grad u(M,)
yoki
ou(M,
u(Mo) = |grad u(M,)| - cos ¢ (10.7)

ol
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ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda ¢ kiritilgan grad u(M,) vektor va [
yo‘nalish orasidagi burchak.

u(x,y,z) maydonning u(x,y,z) =C sath sirtiga M, nugtada
o‘tkazilgan urinma tekislik

ou(xo, Yo, Zo) ou(xo, Yo, Zo)
Framl G Dk e e (RS A
du(xg, Vo, Z
D00 (o
au(Mo) aU(Mo) aU(Mo) .
tenglamaga ega. Demak ox ' oy ' oz miqdoralar normal

vektorining koordinatalari ekan. Shuning uchun (10.6) tenglik maydonning
gradiyenti maydon sath sirtining berilgan nugtadagi normali bo‘ylab yonalgan
degan ma’noni anglatadi.
Skalyar maydon gradiyentining muhim xossalarini keltiramiz.
1. Gradiyent sath sirtining berilgan nugtasidan o‘tuvchi normal bo‘ylab
yo‘nalgan;
2. grad (u + v) = grad u + grad v;
3.grad (c-u) = c-grad u, ¢ = const;
4.grad (u-v) =u-grad v + v - grad u;
5. grad (u) _v gradu—u-gradu

)

v 3 v?
6. grad f(u) = % - grad u.
» Bu xossalarning isboti gradiyentning ta’rifidan bevosita kelib chigadi.
Masalan, oxirgi xossani isbotlaylik. Ta’rifga ko‘ra

d , 0 , 0 -
grad f(w) = 7 (FIT + 5= (F@)] + 32 (F@)k =
of ou, O0f Ou_, OJf ou- Of
— . [+ . ] + . -
Ju dx Odu dy’ Jdu 0z ou
Mulohaza. Mydon grediyentining keltirilgan xossalari yassi maydon
uchun ham o‘rinli.
10.6-Misol. u =xy +yz+zx maydonning A(1,-3,2) nugtada
o°sishining eng yugori tezligini toping.
» Dastlab maydonning gradiyentini topamiz:
gradu = (y + 2)T+ (x + 2)] + (v + x)k;
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grad u(l,-3,2) = -7 + 3] — 2k.
Shuning uchun maydon o‘sishining eng katta tezligi

grad u(4) = (-1)2 + 32 + (=2)2 =14

bo‘ladi. «
10.4. Vektor maydon va vektor chiziglar

Vektor maydonlarga ko‘rsatmali misol sifatida suyuqlik ogganda tezlik
maydonini  ko‘rsatish mumkin. Fazoning biror D sohasida suyuqglik
zarralarining harakati yuz bersin, bunda har bir M € D nugta orgali vagtning
turli momentlarida o‘tgan suyuglik zarralari bir xil v(M) tezlikka ega deb
faraz gilamiz. Bu holda suyuglik ogimi statsionar holatda deyiladi. Shunday
qilib, statsionar holatdagi ogimda ixtiyoriy M € D nuqtada vaqt o‘tishi bilan
v(M) vektor o‘zgarmaydi, ammo u turli M; va M, nuqtalarda v(M;) va
v(M,) vektorlar turlicha bo‘lishi mumkin. Ana shu yo‘sinda D sohada vektor
maydon—suyugqlik tezligi maydoni aniglandi.

Agar fazoda Oxyz dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsa, vektor
maydon uch o‘zgaruvchili vektor funksiya sifatida aniglanishi mumkin. Bu
holda D sohaning har bir M (x, y, z) nugtasida a(M) vektor maydonni

a(M) = P(x,v,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x,y, 2)k (10.8)
tenglik bilan aniglaymiz, bu yerda P(x, y, z), Q(x,y,z), R(x,y, z) berilgan D
sohada aniglangan skalyar funksiyalar. By funksiyalarning M(x,y, z)
nugtadagi giymatlari a(M) vektorning koordinatalari bo‘ladi.

Agar vektor maydon biror to‘g‘ri burchakli Oxyz koordinatalar
sistemasida z o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lmasa, uni biz ikki o ‘Ichovli vektor
maydon deb ataymiz. Bir o‘lchovli vektor maydon esa ikki o‘lchovli vektor
maydonning xususiy holi sifatida aniglanadi. Ikki o‘lchovli bo‘lmagan
maydonlarni uch o ‘Ichovli vektor maydon deb ataymiz. Har bir a(M) vektor
Oxy tekislikka parallel bo‘lsa, u yassi vektor maydon deb ataladi, bu holda
R(x,y,z) = 0 bo‘ladi.

10.7-Misol. Aylanayotgan gattig jism nuqtalarining tezliklari maydonini
garaymiz. Oz o‘gni aylanish o‘qi bo‘ylab yo‘naltitamiz (10.5-rasm). w =
{0,0, w} vektor burchak tezlik bo‘lsin. U holda mexanikadagi ma’lum v =
w X 7 Eyler formulasidan
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i 7 k
7=10 0 o|=-wyl+wx]=ow(-yl+x))
X y z

tenglikni hosil qilamiz. <

(10.8) tenglik bilan aniglanuvchi a(x,y, z) vektor maydon berilgan va
uning P(x,y,z), Q(x,v,z), R(x,y,z) koordinatalari biror D sohada uzluksiz
bo‘lsin,

Har bir nugtasida o‘tkazilgan urinma a vektorga kollinear bo‘ladigan
nugtalarning geometrik o‘rniga bu maydonning vektor chiziglari deb ataymiz
(10.6-rasm). Elektr yoki magnit maydonlarida ular kuch chiziglari deb
yuritildadi.

“Z

a(M)

\

X 10.5-rasm 10.6-rasm

7(t) = ()T + y ()] + z(H)k

vektor chiziglardan birining radius vektori bo‘lsin. Vektor chizigning ta’rifiga
ko‘ra d=P(x,y,2)T+ Q(x,v,2)] + R(x,y,z)k vektor va vektor chiziqga
o‘tazilgan

dr dxﬁ_l_ dye_*_ dZE

_ de _at at’ Ta” _
urinma vektor ana shu chizigning barcha nuqgtalarida kollinear. U holda
vektorlarning kollinearlik shartiga ko‘ra
dx dy dz
= = (10.9)
P(x,y,z) Qxyz) R(xY2)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Shunday qilib, vektor chiziglar uchun birinchi tartibli
differensial tenglamalar sistemasini hosil qildik. Uni integrallab a
maydonning ikki parametrli vektor chiziglar oilasini hosil gilamiz.

10.8-Misol. d@ = x7 + yJ + 2zk vektor maydonning vektor chiziglarini
toping.
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» Vektor chiziglarning differensial tenglamalar sistemasini tuzamiz:
dx dy dz
x y 2z
yoki
dx dy dx dz
x oy’ x 2z
Bu sistemani integrallab, ikkita y = ¢;x, z = c,x? tenglamani hosil gilamiz,
bu yerda c,, c, ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
y = cyx tekislik bilan z = ¢,x? parabolik silindrning kesishuvi ikki
parametrli vektor chiziqlar oilasini beradi. «
10.5. Vektor maydon oqimi va divergensiyasi

Dastlab xususiy hol bo‘lgan suyuglik ogimidagi v tezliklar maydonini
garaymiz. Maydonda biror o sirtni ajratamiz. Vaqt birligi davomida o sirt
orgali oqgib o‘tuvchi suyuglik migdoriga suyuglikning o sirt orgali ogimi
deyiladi.

10.7-rasm 10.8-rasm

Agar ogimning tezligi o‘zgarmas (v = const), o sirt esa yassi bo‘lsa, bu
ogimni hisoblash oson. Bu holda suyuqglik ogimi parallel asosli va
yasovchisining uzunligi [7] bo‘lgan silindrik jismning hajmiga teng, chunki
vaqgt birligi davomida har bir zarra v migdorga suriladi (10.7-rasm):

0 = Sh,

bu yerda S — asos yuzi, h = Przv = vn® — silindrning balandligi va
n —silindr asosining normali, |ﬁ| =1.

Shunday qilib, o‘zgarmas v tezlikda yassi o sirt orgali o‘tuvchi suyuglik
oqimi
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0O=vn%-§ (10.10)
migdorga teng bo‘ladi.

Agar v tezlik uzluksiz o‘zgarsa, o sirt esa sillig bo‘lsa, sirtni shunday
kichik o; (i =1,2,...,n) gismlarga ajratish mumkinki, bunda har bir g;
qismni yassi va undagi v vektorni o‘zgarmas deb garash mumkin (10.8-rasm).
U holda vaqt birligi davomida o; gism orqali taqriban 0; = H; - As; miqdorda
suyuqglik ogib o‘tadi, As; — bu yerda o; qismning yuzi, H; yasovchisi v(M;)
bo‘lgan i — silindrning balandligi, M; esa g; qismning biror nuqtasi. H;
balandlikni v(M;) vektorning 7(M;) normaldagi proyeksiyasi deb garash
mumkin: H; = Pryy,v(M;) = ¥(M;) - n;, bu yerda 7; sirtga M; nuqtada
o‘tkazilgan normalning birlik vektori. o sirt orgali ogib o‘tuvchi suyuqlik
miqgdori uning o; gismlari orgali o‘tuvchi suyuglik miqdorlari yig‘indisiga
teng bo‘lganligi uchun

n
i=1

tagribiy tenglikni yozish mumkin.

Suyuglikning qidirilayotgan aniq miqdorini topilgan yig‘indining o;
gismlar sonini cheksiz orttirilgandagi va ularning o‘lchamlarini (o; gismning
d; diametrini) nolga intiltirilgandagi limiti sifatida hosil gilish mumkin:

n
0= lim ¥ o(M)-7;-As; = [[ 9(M)-7ids (10.12)
(max di—>0)l=1 g
10.3-Ta’rif. a vektorning o sirt orgali O, oqimi deb, vektor maydon va
sirt normali birlik vektorlari sklayar ko‘paytmasining sirt bo‘yicha integraliga
aytiladi, ya’ni
0, = [[ ands. (10.13)
o
Agar 1= {cosa;cosB;cosy} va a={P;Q;R} bo‘lsa, a vektor
maydonning o sirt orgali ogimini
0, = J[ (Pcosa + Q cosf8 + R cosy)ds (10.14)
o
ko‘rinishda ifodalash mumekin.

| va Il tur sirt integrallari orasidagi bog‘liglikni ifodalovchi (13.58)
formuladan foydalanib vektor ogimini

0, = [| Pdydz + Qdxdz + Rdxdy (10.15)
o
Il tur sirt integrali orgali ifodalaymiz.
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Vektor oqim skalyar miqdor ekanligini ta’kidlab o‘tamiz.
o sirt yopiq vabiror T sohani chegaralagan holni alohida garab chigamiz.
Bu holda @ = {P; Q; R} vektor maydonning o sirt orgali ogimini
0, = ¢ Pdydz + Qdxdz + Rdxdy (10.16)
o

orgali belgilaymiz. Sirt yopiq bo‘lganda odatda 7 vektorning yo‘nalishi
sifatida tashgi normalning yo‘nalishi olinadi (10.9-rasm).

10.9-rasm 10.10-rasm 10.11-rasm

10.9-Misol. a=xi+yj vektor maydonning x+y+z=1
tekislikning birinchi oktantdagi gismi (normal Oz o‘q bilan o‘tkir burchak
tashkil giladi) orgali ogimini toping (10.10-rasm).
» F(x,y,z) = 0 tenglama bilan berilgan sirtning birlik normallari
S grad F
ne== |grad F|
formula bilan topiladi. Shuning uchun berilgan tekislikning birlik normali

7 +1(*+*+E)
n=+—(1
V3 /

vektordan iborat bo‘ladi. Normal Oz o‘q bilan o‘tkir burchak tashkil gilishi

lozimligini inobatga olsak, ya’ni cosy = +1/+/3 > 0 ekanligidan, musbat
ishorani olamiz. Demak
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tenglikni hosil gilamiz. Qidirilayotgan vektor ogimni (10.13) formulaga ko‘ra
hisoblaymiz:

1
0, =£f—3(x+y)ds.

o sirtning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi D = {(x,y):0<x <1, 0<y <
1 — x} uchburchakdan iborat bo‘ladi. Shuning uchun sirt integralidan ikki
o‘lchovli integralga o‘tib, ogimni hisoblaymiz:
0r = I = (4922 ff (x4 yyndy = [ dx f Gty
= — (X = X X = X X =
D V3 Y lcosy| b Y Y 0 0 nd

zfl(xy+ly2) 1—x] dx =f1(x(1—x)+%(1—x)2)dx =

2 0 0
1l , 1y 1 " 1/ 1y 1
_2{(1 X )dx_z(x 3% )0_2(1 3)_3'

Demak, O, = 1/3 oqim birligi. <

Vektor maydonni suyuglik ogimi tezliklari maydoni sifatida talgin
gilamiz. Bu holda vektor maydonning ¢ yopiq sirt bo‘yicha ogimining musbat
giymati o chegaralagan sohaga oqib kirgan suyuglik migdoriga nisbatan oqib
chiggan suyuglik migdorining ko‘pligini anglatadi. Demak, sohada suyuqlik
hosil bo‘ladigan (masalan,qor yoki muz eriganda suv hosil bo‘ladi) nugta yoki
gism sohalar mavjud. Bunday nuqgtalarni vektor maydon manbalari deb
ataymiz. Xuddi shu singari ogimning manfiy giymati sohadan oqib chigish
sohaga oqib kirishga nisbatan kamligini anglatadi. Demak, sohada suyuqlik
yo‘goladigan (masalan, bug‘lanadi yoki muzlaydi) nuqgtalar mavjud. Bunday
nugtalar vektor maydonning singish nugtalari deb ataladi.

Manba va singishlar nugtaviy yoki tagsimlangan bo‘lishi mumkin.
Sohada nugtaviy manbalarning mavjudligi sohada boshlanadigan vektor
chiziglarning mavjudligidan, nugtaviy singishlarning mavjudligi esa sohada
tugaydigan vektor chiziglrning mavjudligidan dalolat beradi. 10.11-rasmda
vektor chiziglar boshlanadigan M, — manba, vektor chiziglar tugaydigan
M; —singish nugtasi bo‘ladi.

Vaqt birligida paydo bo‘ladigan yoki yo‘qoladigan suyuglik hajmiga
manbaning yoki singishning intensivligi deb ataymiz. Singish manfiy
intensivli manba deb garab, singishlarning intensivligini manfiy giymatli deb
hisoblash qulay. U holda tezliklar vektor maydonining o sirt orgali O ogimini
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bu sirt chegaralagan sohadagi barcha manba va singishlar intensivliklarining
yig‘indisi deb talgin gilish mumkin,

Turli fizik masalalrda manba (singish) va uning intensivligi turlicha
ma’noni anglatadi. Masalan, elektr maydon kuchlanishi vektor maydonida
manba (singish) musbat (manfiy) zaryadlardan, ularning intensivligi esa bu
zaryadlar miqdoridan iborat bo‘ladi. Agar vektor maydon issiglik ogimini
ifodalasa, manba va singishlar issiqglik ajralishini va yutilishini, manbaning
(singishning) intensivligi esa vaqt birligida ajraladigan (yutiladigan) issiqlik
miqgdorini anglatadi.

Bektor maydon manbalari tagsimlangan holni garab chigamiz. Bunday
manbalar fazoning biror sohasi, biror sirti yoki biror chiziq bo‘ylab
tagsimlangan bo‘lishi mumkin. Agar manbalar biror yopiq o sirt bilan
chegaralangan D soha bo‘ylab tagsimlangan bo‘lsa, vektor maydonning o sirt
orgali O, ogimining D soha VV hajmiga nisbati vektor maydonning D sohadagi
manbalarining o‘rtacha zichligini beradi. D sohada qo‘zg‘almas M nugtani
olamiz va dp — 0 (dp —bu yerda D sohaning diametri) bo‘lganda limitga
o‘tamiz:

lim s _ lim f | dnds. (10.17)

dp-0 dp-o0V
Agar bu limit mavjud bo‘lsa, uning qumatl vektor maydon tagsimlangan
manbasining M nugtadagi intensivligini beradi.

(10.17) limit mavjud bo‘lsa, uni biz a vektor maydonning M € D
nugtadagi divergensiyasi (lotincha divergentia-farglanish) deb ataymiz va
div a(M) orgali belgilaymiz.

a vektor maydonning M € D nuqtadagi divergensiyasi skalyar migdor.
a vektor maydonning aniglanish sohasidagi barcha nugtalardagi
divergensiyasi div a skalyar maydonni aniglaydi.

Vektor maydonning berilgan nuqtadagi divergensiyasi vektor maydon
ogimining hajmga nisbatining limiti sifatida aniglanadi va u koordinatalar
sistemasining tanlanishiga bog‘lig emas. Birog divergensiyani hisoblashda
birorta koordinatalar sistemasidan foydalanishga to‘g‘ri keladi. Biz to‘g‘ri
burchakli koordinatalar sistemasida vektor maydonning divergensiyasini
hisoblash masalasini garab chigamiz.

a(M) vektor maydon fazoviy D sohada differensiallanuvchi, ya’ni biror
Oxyz to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida differensiallanuvchi

a(x,y,z) = P(x,y,z)T1+ Q(x,y,2)] + P(x,y, Z)E
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vektor funksiya bilan aniglangan bo‘lsin. D sohada yopiq o sirtni olamiz va
sirtning M nuqgtasida tashgi  normalning  birlik  vektorini 7 =
{cos a; cos B ; cosy} yo‘naltiruvchi kosinuslar yordamida aniglaymiz.

U holda (10.17) tenglikdagi integralda dan skalyar ko‘paytmani
koordinatalar orgali ifodalab va unga (13.63) Ostrogradskiy-Gauss formulasini
go‘llasak

¢p drids = gﬁi (Pcosa + Qcosf + Rcosy)ds =
o

opP 6 OR
= fff ( Q o 82) dv (10.18)
formulani hosil gilamiz.
0P 0Q OF hosilalarning D sohad luksizligini inobat
ox’ 3y’ 9z xususiy hosilalarning D sohada uzluksizligini inobatga

olgan holda uch o‘lchovli integral uchun o‘rta giymat hagidagi teoremani
go‘llab, vektor maydonning ixtiyoriy M nugtadagi divergensiyasi uchun
doP aQ OR
diva(M) = 11m fff ( 3y aZ)dV =
aP(M) aQ(M) (’)R(M)

- 0x dy 0z
tenglikka ega bo‘lamiz. Shunday qilib, to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasida divergensiyani
0P(x,y,z) 0Q(x,y,z) O0R(x,y,z)

+ +
0x dy 0z
formula bilan hisoblash mumkin ekan.
Divergensiyaning ba’zi xossalarini keltiramiz.
1. Agar a —o‘zgarmas vektor bo‘lsa, divd = 0 bo‘ladi.
2. div (¢ - a) = ¢ - div a, bu yerda ¢ = const.

div (d + 5) =divd+divh , yani ikkita vektor maydon
yig‘indisining divergensiyasi, bu vektor maydonlar divergensiyalarining
yig‘indisiga teng.

4. Agar U —skalyar mydon, @ —vektor maydon bo‘lsa,
div(U-a)=U-divd+dgradU

(10.19)

diva(x,y,z) = (10.20)

bo‘ladi.
» Bu xossalarni (10.20) formula yordamida oson isbotlash mumkin.
Masalan, 4-xossani isbotlaymiz.
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U-d=U-Pi+U-Qj+U - Rk tenglikka (10.20) formulani go‘llaymiz:
0 0 9,
div(U-d)==—U-P)+—U-Q)+—(U"R) =
0x dy 0z
oPp QU 9Q AU R U

=U—+P—+U— U R—=
6x+ 6x+ 6y+Q(')y+ az+ 0z

oP a0 aR)+ ou U aU

_U(6x+6y+az Pox Tl TR
=U-divd + d grad U. <«

10.10-Misol. @ = {0,0, w} burchak tezlik bilan 0z o‘q atrofida
aylanayotgan gattiq jism nugtalari ¥ tezlik maydonining divergensiyasini
hisoblang.

» 10.8-Misolda bu vektor maydon

U =—wyl+ wx] = w(—yl + x))

vektor funksiya bilan aniglanishini ko‘rgan edik. U holda (10.20) formulaga
ko‘ra

-, 0(-wy)  0(wx)
divv = o + F
Shunday qilib, aylanayotgan jismning ixtiyorlty nuqtasidagi tezliklar
maydonining divergensiyasi nolga teng ekan. «

Vektor maydonning oqgimi va divergensiyasi tushunchalari
Ostrogradskiy-Gauss formulasini qisga vektor shaklda ifodalash imkonini
beradi. Buning uchun formulada sirt integralini gandaydir vektor maydonning
ogimi sifatida, uch o‘lchovli integralni esa xuddi shu vektor maydon
divergensiyasining integrali deb garash kerak.

10.1-Teorema (Ostrogradskiy-Gauss). Agar a(M) vektor maydon D
fazoviy sohada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda o yopiqg bo‘lakli silliq sirt
bilan chegaralangan ixtiyoriy V. c D soha uchun

¢p drids = [[[ divddv (10.21)
o |74

formula o‘rinli bo‘ladi, 7 bu yerda o —sirtning tashqi birlik normali.

Fizik nuqgtay nazardan Ostrogradskiy-Gauss teoremasi vektor
maydonning yopiq sirt bo‘ylab ogimi sirt chegaralagan sohadagi barcha manba
va singishlar intensivliklari yig‘indisiga tengligini anglatadi.

10.6. Vektor maydon sirkulyatsiyasi va rotori

0.

Fazoviy D sohada
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a(x,y,z) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x,y, Z)I_é (10.22)
vektor maydon aniglangan va bu sohada yopiq

L sillig chiziq berilgan bo‘lsin. Bu chiziqda ‘ 4= FE
soat strelkasi harakatiga garama-garshi a(M)
yo‘nalishni musbat yo‘nalish deb tanlaymiz. M—

L konturdagi M nuqtaning radius vektori o) L -
# = xT + yJ + zk bo‘lsin. Ma’lumki P 10.12-rasm g

di =dx-T+dy-J+dz-k
vektor L chiziqga o‘tkazilgan urinmada chizigda tanlangan yo‘nalish bo‘ylab
yo‘nalgan bo‘ladi (10.12-rasm). U holda |d7| = dl bo‘ladi, bu yerda
dl —chiziq yoyining differensiali: dl = \/(dx)? + (dy)? + (dz)2.
10.4-Ta’rif. a vektor maydon va d7 urinma vektorlar skalyar
ko‘paytmasining L kontur bo‘yicha olingan egri chizigli integrali @ vektor
maydonning L kontur bo‘ylab sirkulyatsiyasi (lotincha sirkulyatsiya-aylanish)
deb ataladi va C; orqali belgilanadi. Demak
C; = $addr. (10.23)
L
Integral ostidagi a dr skalyar ko‘paytmani ularning koordinatalari orgali

ifodalasak, sirkulyatsiya uchun
C; = § Pdx + Qdy + Rdz (10.24)
L

formulani hosil gilamiz. (10.24) formula oddiy fizik ma’noga ega: agar L
kontur kuch maydonida yotsa, sirkulyatsiya material nuqta L chiziq bo‘ylab
kochganda a(M) kuch maydoni bajargan ishidan iborat.

10.11-Misol. d(x, v, z) = —2z7 — x2] + zk vektor maydonning

x = 2cost,
y = 2sint, t € [0,2m]
Z=sint,

parametrik tenglama bilan berilgan L kontur bo‘ylab sirkulyatsiyasini
hisoblang.
» Sirkulyatsiyani (10.24) formuladagi integralni aniq integralga o‘tkazib
hisoblaymiz:
Cz = (—22)dx — x?dy + zdz =
L
27

= [ [-2sint-(—2sint) —4cos?t-2cost + sint - cost]dt =
0
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21 21 21

= 4f sin?tdt — 8 cos®tdt + [ sintdt = 4m. <
0 0 0

Kuch maydoni sirkulyatsiyasining nol giymatni gabul gilishi maydon
material nugta ko‘chganda boshlang‘ich holatiga gaytariladigan ish
bajarganligini anglatadi. Bu holda kuch maydoni uyurmali xususiyatga ega deb
aytiladi. Kuch maydoni gaerda va ganday darajada uyurmali xusiyatga ega
ekanligini aniglaymiz. Birorta 7 birlik vektor, a vektor = maydonning
aniglanish sohasida M, nugtani tanlaymiz. 1 vektorga perpendikulyar va M,
nugtadan o‘tuvchi T tekislikda M, nuqgtani o‘rab turuvchi bo‘lakli silliqg
. L chizigni olamiz. Bu L chiziq
" w#(M) _d(M) chegaralab turgan sohaning yuzini F
orgali ~ belgilaymiz ~ (10.13-rasm).
Kontur bo‘yicha sirkulyatsiyaning bu
kontur chegaralagan soha yuziga
T nisbatining

10.13-rasm T N
wz(My) = Lll)rlrv}o - %‘5 ad7  (10.25)

limiti mavjud bo‘lsa, uni biz vektor mydonning M, nuqtada 7 vektor
yo‘nalishidagi uyurmalanganlik darajasi deb ataymiz.

a(M) vektor maydonning M, nugtada 7 birlik vektor yo‘nalishidagi
uyrmalanganlik darajasini birorta vektorning 7 birlik vektor yo‘nalishidagi
proyeksiyasi sifatida aniglash mumkin. Bu vektor a(M) vektor maydonning
M, nuqtadagi rotori (ba’zan uyurmasi) deb ataladi (lotincha roto-
aylantiraman) va rota(M) orqali belgilanadi. Proyeksiyaning ta’rifidan
uyurmalanganlik darajasi 72 birlik vektor o‘rniga rot a(M) vektor olinsa eng
katta giymatni gabul giladi. Shunday qilib, vektor maydonning M, nugtadagi
rotori vektor maydon uyurmalanganlik darajasi bu nuqtada eng Kkatta
bo‘ladigan yo‘nalishni aniglaydigan vektor ekan.

Vektor maydon sirkulyatsiyasi va rotori koordinatalar sistemasining
tanlanishiga bog‘liq emas. Birog ularni hisoblash vektor maydon birorta
koordinatalar sistemasida berilgandagina mumkin bo‘ladi. Oxyz koordinatalar
sistemasida

a(x,v,2) = P(x,y,2)T+ Q(x,y,2)] + R(x,y, 2)k
vektor funksiya bilan aniglanuvchi a(M) vektor maydon rotori
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. _(OR 0Q\, (0P OR\, (0Q 0P\
rota(M) = (@ B E) L (az 6x>] * (ax 6y> k (10.26)
formula bilan hisoblanadi. Bu formulani eslab golish uchun qulay bo‘lgan
T 7k
rota(M) = 0 9 9
dx dy 0z
P Q@ R

simvolik ko‘rinishda ham yozish mumkin.
10.12-Misol. d(x,y,z) = zy®l + xz%] + yx2k vektor maydonning
rotorini toping.
»Bu yerda P = zy?,Q = xz% R = yx?, u holda (10.26) formulaga
ko‘ra
rotd(M) = (x2? — 2x2)T + (y% — 2xy)j + (2% — 2yz)k. <
(10.26) formula yordamida rotorning quyidagi xossalarini isbotlash
mumkin.
1. Agar a —o‘zarmas vektor bo‘lsa, rot @ = 0 bo‘ladi.
2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini rotor belgisidan tashqgariga chigarish
mumKin:
rot (c-d) = c-rotad.
3. Ikkita vektor maydon yig‘indisining rotori bu vektor maydonlar
rotorlarining yig‘indisiga teng:
rot (d + 5) = rot d + rot b.
4. Agar U —skalyar funksiya, a(M) esa vektor maydon bo‘lsa,
rot (U-d) =U -rota + gradU X d
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Egri chizigli integral bilan sirt integralini bog‘lovchi (13.67)
¢ Pdx + Qdy + Rdz =
L

_ﬂ(aQ ap)dd +(6R aQ)dd +<6P aR)dd
5 \ox 0y xay Jdy 0z yaz 0z 0x 20

Stoks formulasini vektor maydonning sirkulyatsiyasi va rotori tushunchalari
yordamida vektor shaklda yozamiz. Bu formulaning chap tomoni @ (M) vektor
maydonning L kontur bo‘ylab Cj; sirkulyatsiyasidan iborat, ya’ni

¢ Pdx + Qdy + Rdz = $ d dr.
L L
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O°‘ng tomondagi integral esa rota vektor maydonning o sirt orgali O
oqimidan iborat, ya’ni
ff (aQ 6P>d p +<6R 6Q>d p +(6P aR)d p
3y xay 3y oz yaz zdx
= [[ (rotd)nds.

Demak Stoks for(r;nulasini
gﬁ adr = ff (rotd)iids (10.27)

vektor ko‘rinishda ifodalash mumkln Bu yerda Stoks teoremasidagi singari L
konturdagi musbat yo‘nalish bilan ¢ sirtdagi tomonning tanlanishi o‘zaro
muvofiglashtirilgan.

Shunday qilib, quyidagi teorema o‘rinli.

10.2-Teorema (Stoks). a(M) vektor maydonning L kontur bo‘ylab
sirkulyatsiyasi bu vektor maydon rotorining L kontur chegaralagan o sirt
orgali ogimiga teng.

10.7. Gamilton operatori

Birinchi tartibli vektor differensial operatorlar. u(x,y,z) skalyar
funksiyaning gradiyenti ko‘pincha V (“nabla”) harfi bilan belgilanadi va

u =1y 7O o (10.28)
u=ig 4l thg; |
ko‘rinishda yoziladi. (10.28) tenglikni simvoli ravishda
d d -0
=T — 10.29
Vu = (la +]6y kaz)u ( )
shaklda yozish mumkin.
10.5-Ta’rif. Ushbu
v 172452
u=iatig, tks;

simvol Gamilton operatori (yoki nabla-operator yoki simvolik vektor) deb
ataladi.

(10.28) va (10.29) formulalardan skalyar funksiyaning gradiyenti V
simvolik vektor bilan u sklayar funksiyaning “ko‘paytmasidan” iborat
ekanligi kelib chigadi, ya’ni Vu = grad u.

Vv simvolik vektor bilan @ = P7+ QJ + Rk vektorlarning skalyar va
vektor ko‘paytmalarini topamiz. Birinchi holda
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, (,0 0 -0 . L -
Va=<l—+]—+k£>(Pl+Q]+Rk)=

_6P+6 +6R_6P+6Q+6R_
 Ox ayQ dz  0x 09y 0z

-

div a.

Demak
Va = diva (10.30)
tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni a vektorning divergensiyasi V simvolik
vektorning a vektorga sklayar ko‘paytmasiga teng bo‘lar ekan.
Ikkinchi holda esa

Vx*—(*a+*a+l?a)x(P*+ /+ Rk) =
T\ oy T oz L+ -
I 7k
=9 9 9« (pi+Qj+RE)=
dx dy 0z
P Q R
dR 9Q\. (0P OR\. (9Q OP\-
- (00 (- )+ (8-
dy 0z dz Ox dx Jdy

Demak

VXd=rota, (10.31)
ya’ni a vektorning rotori V simvolik vektor bilan d vektorning vektor
ko‘paytmasiga teng bo‘lar ekan.

Ikkinchi tartibli vektor differensial operatorlar. T c R® sohada
u(M) skalyar maydon va a(M) vektor maydonlar berilgan bo‘lsin. grad u,
diva, rotd operatsiyalarni birinchi tartibli operatsiyalar deb ataymiz.
Birinchi va uchinchi operatsiyalar vektor maydonni, ikkinchisi esa skalyar
maydonni yuzaga keltiradi.

Bu hosil bo‘lgan maydonlar ustida yana rotgradu , divgradu ,
grad diva, divrota, rotrotd operatsiyalarni bajarish mumkin va ular
ikkinchi tartibli operatsiyalar deb ataladi. Bu ikkinchi tartibli operatsiyalar
uchun quyidagi munosbatlar o‘rinli:

rotgradu = 0, divrotd = 0. (10.32)

Hagigatan ham, (10.6), (10.26) formulalarga va ikkinchi tartibli aralash

hosilalarning tenglik xossasiga ko‘ra
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0%u  0%*u\, [90*u 0%u),
dyoz 6zay)l+ <626x axaz>] *
0%u  0%u o
* (6xay ayax> -
(10.20), (10.26) formulalarga va ikkinchi tartibli aralash hosilalarning tenglik
xossasiga ko‘ra
_ ,_ 0 (R 0Q oP OR Q 0P
divrota = ( ) ( ) (— — —)
d0x 6y 0z dy 9z ox) 0z \ox dy
d?R  0%Q 0%*P 09%°R 0%Q 0°%P
~ 0xdy 0x0z * dydz 0yodx  9zox 0z0y
10.6-Ta’rif. Ikkinchi tartibli div grad u operatsiyasi Laplas operatori
deb ataladi va A orqali belgilanadi (orttirma belgisi bilan adashtirmang), ya’ni
Au = div grad u.
Endi Laplas operatori uchun ifodani keltirib chigaramiz:

N Q= 0 <6u)+ 0 <6u)+ 0 (6u> 62 62 +62u
veradu = 5 \ox) Ty \ay) Taz\az) T axz T oyz T a2

Shunday qilib,

rotgrad u = (

0%u 0%u 0d%u
Au = : 10.32
Y=o Ty T oz (10-32)
Qolgan ikkita grad div @, rot rot a ikkinchi tartibli operatsiyalar uchun
(10.6), (10.20) va (10.26) formulalardan

grad divd =
d (0P aQ OR 6 dP aQ OR d (0P aQ OR T
~ox\ax " ay 0z ay ax " ay 0z Jj+ az\ax " ay oz)

0P 62Q 0“R 0?P 9%?Q 09°R
- (6x2 dxdy axaz> * <0y0x * dy? 6y62>

d’P  0?Q 0°R\-

* (azax * 0z0y * 072 > K,

. 0 (0Q OP 0 (0P OR

rotrota = (6)1 <6x B ay) B &(6_2_ ax>> L
s (i(@R ~ aQ) 9 <6Q ~ ap>)j+
dz\dy 0z dx\dx dy
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d (0P AR\ 0 (OR 3Q\)-
* <6x (az - 6x> r <6y - az)> k=
92Q 0%P 0%P 0°R d?2R  0%Q 0%Q 0°P )\,
N (ayax Cdy? 022 6zc')x) * (62631 9z 0x? * 6x6y>] *
0P 9%?R 0?R 0%Q)\ -
N <axaz C 0x%  0y? * ayaz> k
tengliklarni hosil gilamiz.

Nazorat savollari

. Skalyar maydonga ta’rif bering.
. Skalyar maydonning sath sirti nima?
. Yo‘nalish bo‘yicha hosilaga ta’rif bering.
. Yo‘nalish bo‘yicha hosila bilan xususiy hosilaning fargi nimada?
. Skalyar maydonning gradiyenti ganday xossalarga ega?
. Vektor maydonga ta’rif bering?
. Skalyar maydon va vektor maydonlarning farqi nimada?
. Vektor maydonning ogimi ganday aniglanadi?

. Vektor maydon divergensiyasiga ta’rif bering.
10. Ostrogradskiy-Gauss formulasi nimalarning tengligini ifodalaydi?
11. Vektor maydon sirkulyatsiyasiga ta’rif bering.
12. Vektor maydon rotoriga ta’rif bering.
13.Stoks teoremasini bayon qgiling.
10. Gamilton operatorining ko‘rinishini yozing.
15. Qanday ikkinchi tartibli vektor differensial operatorlar mavjud?

O O NNOT Rk~ WDN =

Mashqlar.

u(x,y,z) skalyar maydon va My(xg, Yo, 20), M1(x1,Y1,21) huqtalar
berilgan. Maydonning M, nuqtada MyM; vektor yo‘nalishidagi hosilasini
toping.
l.u=(x+y+2z)x? My(—2,1,1), M,(5,—3,4).
2.u = x%y3z% My(1,-1,2), M;(2,—-2,4).
3.u=x%+y%+z% My(0,—-1,1), M;(1,1,-2).
4.u = xy?z3, My(2,-1,1),M;(3,-1,2).

u(x,y,z) skalyar maydonning M,(x,, Vo, Zo) nugtadagi gradiyentini
hisoblang.
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= 2xy + 3yz + 4x%y?z%, My (5,1, =2).
= x%yz + xy%z + xyz*, My(3,4,1).
= e*yz, My(0,1,2). 8. u = xysinz, My(1,2,m/3).
d=P(x,y,2)I+ Q(x,y,2)] + R(x,y,2)k vektor maydonning vektor
chiziglarini toping.
9.d = 2y7 + 6xJ.10. 4 = zi — xk. 11. @ = 2y] + 3zk. 12. @ = 3x7 + 6y].
a vektor maydonning berilgan tekislikning birinchi oktantdagi gismi
(normal Oz o°q bilan o‘tkir burchak tashkil giladi) orgali ogimini toping.
13.d=xi+y/,x+y+z=1.14d=2xI+zk,x+y+z=1.
15.d=y/+zk, 2x+y+z=1.16.d=xI+y/, x+y + 2z = 1.
a vektor maydonning M,(x,, Vo, 2o) hugtadagi divergensiyasini
hisoblang.
17. G = xy2T + yz2] + zx%k, My(2, —1,2).
18. G = 5y27 + 4z%] + 2x%k, My(1,2, —1).
19.d4 = (x + y2 + 32)0+ (v — 22)] + (z — xD)k, My(1,—-1,1).
20.d=(x+y+2)I+ 2 +y2+22)]+ (3 +y3 + 23k,
M,y(3,—-1,1).
a vektor maydonning berilgan L kontur bo‘ylab sirkulyatsiyasini
hisoblang.

21.&=yf—zzf+x2yE,L={x=2cost,y=sint,z=1,t€[O,Zn]}.
22. c’i=—x2yi’+4f+xzzl_€ , L={x=2cost,y=2sint,z=4,t€

~N o O
g &

[0,27]}.
23. c_i=x3i’—zzj’+yl_€ , L={x=cost,y=2sint,z=2cost,tE€
[0,27]}.
24, d’z—Zzi’—xzj’+zl_€, L={x=2cost,y=2sint,z=sint,t €
[0,27]}.

-

a vektor maydonning rotorini toping.
25. G = 3xy2T + 2yz%] — 5zx%k. 26. d = (x — 2y)T + (x + 22)]j — 5zx°k.
27.d = xyzi + (x — yz2)] + z(x + y)k. 28. G = xz%T + yx?] — zx?2k.
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Javoblar.

1. «_— 2. 24/6. 3. _T— 4, T 5. gradu(M,) = 1627+ 804] — 397k. 6.

gradu(M,) = 441+ 36] +108k . 7. gradu(Mo) =21 + 2i+k . 8.

2 _ _
gradu(M,) = V3T + —] + k. 9. {3x —y =0 10. {x +28 =0y,
= (. y = (.

11, {y =GV7%, {3’ = C1%, 13 16 ogim birligi. 14. 1/2 ogim birligi.
x = C,. z = (5.

15. 1/6 oqim birligi. 16. 1/6 oqim birligi. 17. diva(My) =9 . 18.

diva(M,) = 0. 19. diva(M,)) = 3. 20. diva(M,) = 2. 21. —2m. 22. 4m. 23.

—4m . 24. 4w . 25. rota = —4yzi — 10xzj — 6xyk . 26. rota = —27—

10xzj — k. 27. rota = z(1 — 2y)1+ (xy —2)] + (1 — xz)k . 28. rota =

4xzj + 2xyk.
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XI. BOB. QATORLAR NAZARIYASI
Cheksiz kop sondagi go‘shiluvchilarning yig‘indisini o‘rganish muhim
amaliy ahamiyatga ega.
11.1. Sonli qator ta’rifi va uning yaqinlashishi

Haqiqiy yoki kompleks sonlarning
Ug, Uy eve y Uy, o (11.1)
cheksiz ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
11.1-Ta’rif. (11.1) ketma-ketlik hadlaridan tuzilgan
U +u, + oo +u, + o (11.2)
ifoda sonli gator deb ataladi. Bunda ketma-ketlikning uy, u,, ... , u,, ...
elemantlari gatorning hadlari, ketma-ketlikning umumiy u, elementi esa
gatorning umumiy hadi deyiladi.
(11.2) gatorni gisga qilib

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
11.1-Misol. Umumiy hadi u, = (2n—1)/(3n+4) formula bilan

berilgan Y wu, sonli gatorning dasrlabki uchta hadini yozamiz.
n=1
» Birinchi u; hadni gatorning umumiy hadiga n = 1 giymatni qo‘yib
topamiz, ya’ni
_2n-—-1 o 2-1-1 1
T4l 3144 7
Ikkinchi u, hadni umumiy hadga n = 2 giymatni go‘yib topamiz:
_2n-1 _2-2-1 3

“3n+4l,_, 3:2+4 10

Uy

Xuddi shu singari
_2n-1 ~2:3-1_ 5

T3 +4l . 3344 13
Shunday qilib berilgan gator

S =iy 3 0
L un =5 75+ 3

ko‘rinishda bo‘lar ekan. <
11.2-Ta’rif. (11.2) gatorning dastlabki n ta hadining
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Sp =Uy +uy; + -t uy
yig‘indisini bu gatorning n —qismiy yig‘indisi deb ataymiz.
Birinchi, ikkinchi, uchinchi va hokazo
S1 = Uq,
S, = Uq + Uy,
S3 = Uq +u2 +U3,

gismiy yig‘indialar cheksiz ketma-ketlikni tashkil giladi.

11.3-Ta’rif. Qismiy yig‘indilarining s;,s,, ... ,s,, ... ketma-ketligi
chekli
lims, =s
n—->00

limitga intilsa, (11.2) gator yaginlashuvchi va s bu gatorning yig‘indisi
deyiladi.

11.4-Ta’rif. Agar (11.2) qatorning gismiy yig‘indilari ketma-ketligi
chekli limitga intilmasa yoki cheksizlikga intilsa, bu gator uzoglashuvchi
deyiladi.

Qatorlar nazariyasining mazmuni u yoki bu gatorning yaginlashish yoki
uzoqlashishini aniglash va yaginlashuvchi gatorning yig‘indisini hisoblashdan
iborat. Har bir gatorning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini
isbotlashni, hamda gator yig‘indisini hisoblashni bevosita ta’rifdan kelib
chiggan holda bajarish mumkin. Buning uchun gator n —qismiy yig‘indisining
analitik ifodasini tuzib, n o‘sganda bu ifodaning limitini topish kerak bo‘ladi.

11.2-Misol. Umumiy hadi u,, = 1/3™ formula bilan beriladigan

1+1+ . + o4 ! +
. o3 9 27 3"
gatorning n —qgismiy yigindisi uchun analitik ifoda
_1+1+1+ +1_1(1 1)
n =379 o7 3n - 2\" 3m

ko‘rinishda bo‘ladi va demak
1 1 1
s = lims, = lim —(1 ——) = —

n—>0o TL—)OOZ
yoki
1 111 1, 1
i§13n_3 9 27 3n 2
g.

ya’ni qator yaqinlashuvchi va uning yig‘indisi 1/2 ga teng. «
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11.3-Misol. Ushbu
1+2+3+-+n+--
gatorning n —qismiy yig‘indisi uchun analitik ifoda

nn+1)
Sn=1+2+3+"‘+n=T
ko‘rinishda bo‘ladi va
nn+1)
s;=1,s, =3,53=6,...,5, =

gismiy yigindilar ketma-ketligi cheksiz o‘sadi, ya’ni gqator uzoqlashuvchi. «

11.4-Misol. Hadlari 1 va —1 giymatdan iborat

1-14+1-1+4--
gatorning gismiy yig‘indilari n juft bo‘lganda 0 va toq bo‘lganda 1 giymatga
teng bo‘ladi:
s;=1,5,=0,s55=1,5, =0,...

va bu ketma-ketlik chegaralangan bo‘lganiga garamay, limitga ega emas.
Shuning uchun berilgan gator uzoglashuvchi bo‘ladi. «

11.5-Misol. Hadlari geometrik prograessiyani tashkil giluvchi

Y q"hq€ER

n=1
geometrik gatorning yaginlashishini tekshiramiz.

» Geometrik progressiyaning dastlabki n ta hadining yig‘indisi
formulasidan
n l1-4q
sp=2qt=1+q+q¢*++q" ' ={1—¢
k=1 n q=1
tenglikni  hosil qilamiz. g parametrning turli giymatlarida s, qismiy
yig‘indining limitini hisoblaymiz. Agar g = 1 bo‘lsa,
lims, = limn = oo,

n—->0o n—>0oo

ya’ni qator uzoqglashuvchi bo‘ladi. ¢ = —1 bo‘lganda 11.4-Misolda garalgan
uzoglashuvchi gator hosil bo‘ladi.

Endi g # +1 holni garaymiz. |q| < 1 bo‘lganda berilgan gatorning
hadlari cheksiz kamayuvchi geometrik prograessiyani tashkil giladi. Ma’lumki

cheksiz kamayuvchi geometrik prograeesiyaning yigindisi uchun
1
1 24 .. ny.=_——
+q+q°+--+q" + 1—¢

n

,q #+1;
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tenglik o‘rinli. Nihoyat |g| > 1 bo‘lganda
. . 1—-q" 1 q"
lims, = lim = lim ( — ) = ™,
n—oo n—>oo]_—q n—oo ]_—q ]_—q
ya’ni bu holda ham qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. Shunday qilib berilgan gator
|g| = 1 holda uzoglashuvchi va |q| < 1 holda yig‘indisi

bo‘lgan yaginlashuvchi gatorga ega bo‘lamiz. <
11.6-Misol. Ushbu
00 1
nz=:1 nn+1)
gator yig‘indisini toping.
» Qatorning umumiy hadini
1 1 1

U=t n+d
ko‘rinishda yozib olamiz. U holda gatorning s,, gismiy yig‘indisi

_(1 1)+<1 1)+(1 1>+ +( 1 1)+(1 1 )_
w=\172)7\273)7 37 A RIS =
=1—

n+1
tenglikni ganoatlantiradi. Shuning uchun gator yig‘indisi uchun

1
s=limsn=lim<1— >=1

n— oo Nn— oo n+1

tenglikni hosil qilamiz. <
11.2. Qoldiq gator

Yugorida garalgan
U+ uy + - tu, + o (11.2)
gator berilgan bo‘lIsin.
11.5-Ta’rif. (11.2) gatorning dastlabki n ta hadini tashlab yuborishdan
hosil bo‘lgan
Uptr T Upgz + (11.3)
gator (11.2) gatorning n —qgoldiq gatori deb ataladi.
(11.3) gatorning yig‘indisini r;, orgali belgilaymiz:
Th = Upyr + Upgp +
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(11.3) goldig gatorning m —qismiy yig‘indisi dastlab berilgan (11.2)
gator qismiy vyig‘indilarining s,,.., — s, ayirmasiga teng. S,im = S, +
(Sn+m — Sn) tenglikda m bo‘yicha limitga o‘tamiz:

lim s, = s, + llm (sn+m Sn)- (11.4)

m—oo

Bu tenglikning chap tomonidagi I|m|t (11 2) berilgan gatorning yig‘indisiga
teng, o‘ng tomondagi limit esa r;,, qoldiq gator yig‘indisiga teng. U holda chap
tomondagi limitning mavjudligidan o‘ng tomondagi limitning mavjudligi kelib
chigadi va aksincha. Shuning uchun birorta goldiq gator yaginlashsa, berilgan
gator ham yaginlashadi. Xuddi shu singari gator yaginlashishidan uning barcha
goldiq gatorlarining ham yaqinlashishi kelib chigadi. Bundan esa, agar (11.2)
gator yaginlashuvchi bo‘lsa,
S =S, +1 (11.5)

tenglik kelib chigadi.

11.1-Teorema. Agar (11.2) gator yaginlashsa, u holda uning n;, goldiq
gatori n o‘sishi bilan nolga intiladi.

»(11.5) tenglik ixtiyoriy n uchun o‘rinli, shuning uchun bu yerda
limitga o°tishimiz mumkin:

s=lim(s, +1r)= hm sy + lim r,.

n—-oo n—oo
Yaginlashuvchi gator uchun lims, = s ekanllgldan bu tenglikdan
n—->00
limr, =0
n—->00

kelib chigadi. «
11.3. Qator yaqginlashishining zaruriy sharti

Qator yagnlashishing eng sodda zaruriy sharti quyidagi teoremada
keltirilgan.

11.2-Teorema. Agar (11.2) gator yaginlashsa, uning u,, umumiy hadi
no‘lga intiladi: lim u, = 0.

n—-oo
»(11.2) qatorning (n — 1) va n — qgismiy vyig‘indilari uchun s, =
Sn—1 + u, tenglik o‘rinli. U holda yaginlashuvchi gator uchun o‘rinli bo‘lgan
lims, = hm NSy 1 =S tengliklarni inobatga olgan holda bu tenglikda limitga

n—->0o

o‘tsak
lims, = hm (sn 1+ u,) = hm N Sp_q + hm N Uy,

n—-0o

yoki
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s=s+ limu,

n—>00

tenglik hosil bo‘ladi, bundan esa lim u,, = 0 tenglik kelib chigadi. <
n—-oo
11.7-Misol. Ushbu

1+2+3+ b
2 3 4 n+1
gator uzoqlashuvchi. Chunki uning uchun
limu, = lim =1>0

n—co n-ooon + 1
bo‘ladi, ya'ni qator yaqinlashishining zaruriy sharti o‘rinli emas. Shuning
uchun berilgan gator uzoqlashusvchi. «
11.2-Teoremada keltirilgan shart gator yaginlashishi uchun zaruriy, birog
yetarli emas, ya’ni Aggoun = ( tenglik o‘rinli bo‘lishiga garamasdan berilgan

gator uzoglashuvchi bo‘lishi mumkin.

11.8-Misol. Ushbu
1 1 1 1

ivzwBT T

gatorning umumiy hadi nolga intiladi:

_ 1
Jim e, = Jim == 0
va n —qismiy yig‘ndisi uchun
1 1 1 1 1
Sp=—=+—=+—=+4++—=2=2n—=vVnneN

Vi vz TR

tengsizlik o‘rinli. Shuning uchun bu tengsizlikga ko‘ra lim+/n = +oo

n—>00

ekanligidan lim s,, = 400 munosabat kelib chigadi, ya’ni berilgan qator

n—-o0o

uzoqlashuvchi. «
11.4. Yaqginlashuvchi gatorlarning xossalari

11.3-Teorema. Agar
U +u; +--+u, + §
gator yaginlashuvchi va A # 0 biror o‘zgarmas son bo Isa, u holda
Auqg + Auy + -+ Auy - = Z Au,
gator ham yaginlashuvchi bo‘ladi va i
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(0]

2 Auy, =AY uy
n=1

] L . n=1
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
» Y u,va ) Au, qatorlarning n —qismiy yig‘indilarini tuzamiz:
n=1 n=1
Sp =Up + Uy + -+ Uy, Sp = Auy + Auy + -+ Auy,.
Bu gismiy yig‘indilar uchun s, = As,, ekanligi ravshan. Teorema shartiga

ko‘ra Y, u, gator yaqginlashuvchi, ya’ni lim s,, limit mavjud. U holda so‘ngi

tenglikga ko‘ra lim s,, limit ham mavjud bo‘ladi va

n—oo

lims, = limAs, = Alims,

n—oo n—oo n—oo

yoki
Z Au, =1 Z U,. 4

Hadlari Z u, va Z v, gatorlarning bir xil tartib ragamli hadlarining
n=1

yig |nd|5|dan iborat bo° Igan
Z (up + 1) = (ug +v7) + Uy +v,) + -+ (uy, + 1) + -+

n=1
gatorga Y u, va ) v, qatorlarning yig‘indisi deb ataladi.

n=1 n=1

11.4-Teorema. Agar ) u, va ) v, gatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa,

n=1 n=1
ularning Y (u, + v,) yig‘indisi ham yaginlashuvchi bo‘ladi va
n=1
Y Upt+v)=Yu, + Yo, (11.6)
n=1 n=1 n=1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» Berilgan qatorlarning n —qismiy yig‘indilarini tuzamiz: U,, = u, +
u, +--+u,, V, =v; +v, + -+ v,, uholda yig‘indi gatorning n —qismiy
yigindisi

Sp=;+v)+ W, +v)++ W, +v,) =U,+V,
bo‘ladi. S,, = U,, +V;, tenglikning o‘ng tomoni limitga ega bo‘lsa, chap
tomoni ham limitga ega bo‘ladi va
Y (u, +v,) = l1limS, = limU, + limV, = Y u, + Y v,
n=1 =

n=1 n—co n—co n— oo
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(11.6) tenglikga ega bo‘lamiz. «

11.1-Natija. Agar ) u, va ) v, qatorlar yaginlashuvchi bo‘lsa,

n=1 n=1
ularning Y (au, + Bv,) yig‘indisi ham yaginlashuvchi bo‘ladi va
n=1
Y (au, + ) =a Yy u, + B Y vy

] o n=1 n=1 n=1
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» 11.3-Teoremaga ko‘ra Y au, va Y, fv, qatorlar yaginlashadi va

n=1 n=1
11.4-Teoremaga ko‘ra ularning yig‘indisi Y (au,, + Bv,) gator yig‘indisiga
n=1

teng bo‘ladi. <

11.5-Teorema (Koshi kriteriyasi). Y u, qator yaginlashishi uchun
n=1
Ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday N = N(¢) tartib ragami topilib, ixtiyoriy
n>Nvap =0,1,2,.. giymatlarda
|un + Uy + o+ un+p| <e (11.7)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

» Qaralayotgan ) u, gatorning s,., va s,_; gismiy yig‘indilaridan

n=1
foydalanib, (11.7) tengsizlikni
|Sn+p - Sn—1| <€
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tengsizlikning bajarilishi {s,} gismiy
yigcindilar ketma-ketligi uchun Kaoshi kriteriyasining o‘rinli bo‘lishini
ta’minlaydi, ya’ni {s,} ketma-ketlik chekli limitga ega va demak ' u,, qator

n=1

yaginlashuvchi bo‘ladi. «
11.5. Musbat hadli gatorlar

Barcha hadi musbat sonlardan iborat, ya’ni u, > 0,n € N bo‘lgan

Y u,, qatorlar musbat hadli gatorlar deyiladi.
n=1

Musbat hadli Y u, qatorning {s,} qgismiy yig‘indilari ketma-ketligi
n=1
o‘suvchi bo‘ladi, chunki s,,;—s, =u,+; > 0,n € N. Veyyershtrass
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alomatiga ko‘ra {s, } ketma-ketlik chekli limitga ega va demak Y u, gator
n=1
gator vyaginlashuvchi bo‘lishligi  uchun {s,} ketma-ketlik yuqoridan
chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
11.6-Teorema (tagqoslash alomati). u, va v, hadlari musbat

sonlardan iborat

wHu, +tu, += Y u, (11.8)
n=1
va
Vi v+t = Yoy, (11.9)
n=1

musbat hadli gatorlar berilgan bo‘lsin. Agar barcha n tartib ragamlari uchun

u, < v, tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ) v, gatorning yaginlashishidan ) u,
n=1 n=1

gatorning ham vyaginlashishi, Y u, qatorning uzoglashishidan Y v,
n=1 n=1
gatorning ham uzoglashishi kelib chigadi.
» Berilgan gatorlarning qismiy yig‘indilarini tuzamiz:
Up=us+u; +--+uy, Vh=v1+v, + -+,
Teoremaning u, < v, shartidan barcha n = 1,2, ... uchun U,, <V}, ekanligi
kelib chigadi.

1) Y v, qator yaqinlashuvchi, ya’ni qismiy yig‘indilar ketma-ketligi
n=1

chekli limV, =V limitga ega. Berilgan qatorlarning hadlari musbat

n—-oo

bo‘lganligi uchum 0 < 1, < V tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, bundan esa u,, < v,
tengsizlikga ko‘ra 0 < U,, <V tengsizlikga ega bo‘lamiz. Shunday qilib

> u, gqatorning {U,} qismiy vyig‘indilari ketma-ketligi yugoridan
n=1
chegaralangan va o‘suvchi. Demak {U,,} qismiy yig‘indilari ketma-ketligi va

demak ) u,, qator yaginlashuvchi.
n=1

2) Y u, qator uzoqglashuvchi bo‘lsin. Barcha hadlar u,, > 0 bo‘lganligi
n=1
uchun {U,,} ketma-ketlik o‘suvchi va demak lim U,, = +oo bo‘ladi. U, <V},

n—-0oo
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tengsizlikdan limV,, = 4+ tenglik kelib chigadi, ya’ni ) v, qator
n=1

n—>00
uzoqlashuvchi. «
11.9-Misol. Ushbu

© 1

gatorning yaginlashishini tekshiring.
»11.5-Misolda qaralgan Y g™ ! qatorda g =1/2 bo‘lsa,

n=1

yaginlashuvchi
o 1
nglz_n
gatorni hosil gilamiz.
Berilgan gatorni bu gator bilan taggoslaymiz. Ularning hadlari uchun
n = 1,2,...bo‘lganda
1 < 1
- - - - - Zn + 5 Zn -
tengsizliklar o‘rinli. Shuning uchun 11.6-Teoremaga ko‘ra berilgan gator ham
yaqinlashuvchi. <

11.10-Misol. Garmonik gator deb ataluvchi

w1—1+1+1+ +1+
,Eln_1 2 3 n

gator yaqginlashishini teksiring.

» Garmonik qatorning uchinchi va to‘rtinchi hadlarini 1/4 bilan,
keyingi to‘rtta hadini 1/8 bilan, keyingi 8 ta hadini 1/16 bilan va hokazo
almashtirishlarni bajaramiz. Natijada

PR I T N I
12 4 4 8 8 8 8 16 16 32 32

: o _ 8tahad _ 16tahad
gatorni hosil gilamiz. Bu gatorning har bir hadi garmonik gatorning mos

hadidan katta emas. Shuning uchun bu gatorning uzoglashuvchi ekanligini
isbotlasak 11.6-Teoremaga ko‘ra garmonik gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
Hagigattan ham hosil qilingan qatorning bir xil qgiymatli hadlarini
guruhlaymiz. Bunda k —guruhda 2* ta had bo*lib, hadlarning maxraji 2%** ga
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k
teng. Shuning uchun bunday guruhning yig*‘indisi 2 = % bo‘ladi, ya’ni hosil

2k+1
gilingan gator

1+1+1+ +1+
. . 12 2 2 .
ko‘rinishda bo‘ladi. Ravshanki bu so‘ngi gator uzoglashuvchi va demak

garmonik gator ham uzoglashuvchi bo‘ladi. <
11.7-Teorema (limitik taggoslash alomati). Musbat hadli (11.8) va
(11.9) gatorlar berilgan bo‘lsin. Agar noldan fargli
limﬁ=r (0<7r < +00)
n—>00 vn
chekli limit mavjud bo‘lsa, (11.8) va (11.9) gatorlar bir vaqtda yaqinlashadi
yoki uzoqglashadi.
» Ketma-ketlik limiti ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday
N tartib ragami topilib, n > N tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha n larda

U _ rI<e
Un
yoki
r—9ov, <u, <@+¢ev, (11.10)

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Agar (11.8) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, (11.10) chap tengsizligi va 11.6-

Teoremaga ko‘ra Y (r — €)v,, qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Bundan esa
n=1
0°z navbatida yaqginlashuvchi gatorlarning xossalariga ko‘ra (11.9) gatorning

yaginlashuvchiligi kelib chigadi.
Agar (11.8) gator uzoglashuvchi bo‘lsa, (11.10) o°ng tengsizligi va 11.6-

Teoremaga ko‘ra Y (r+e¢&)v, qator va demak Y v, qator ham
n=1 n=1
uzoqlashuvchi bo‘Ildi.
Xuddi shu singari (11.9) gatorning yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
ekanligidan (11.8) qatorning yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) ekanligi
ko‘rsatiladi. <«

11.11-Misol. Ushbu
00 2n+ 3

nz=:1 5n2+3n+1
gator yaginlashishini tekshiring.
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» Bu gatorni garmonik gator bilan taggoslaymiz. Ularning umumiy

hadlari
1 2n+ 3

| I N L
bo‘ladi. Ular nisbatining limitini hisoblaymiz:
1

ou, n - 5n2+43n+1
lim — = lim = lim =
n—o v, n—oo 2n+ 3 n-—-oo n(n + 3)
512 + 3n +31 .
5+ +—
= lim 3" = 5.
n

Garmonik gator uzoglashuvchi bo‘lganligi uchun 11.7-Teoremaga ko‘ra
berilgan gator ham uzoqlashuvchi. «
11.12-Misol. Ushbu
© 5n—1
n§12n3 +5n2+n-—2
gator yaginlashishini tekshiring.
» Berilgan qatorni 11.6-Misolda garalgan yaginlashuvchi va umumiy
hadi u, = 1/n(n+ 1) bo‘lgan gator bilan taqgoslaymiz. 11.7-Teoremada

ko‘rsatilgan limitni hisoblaymiz:

1
lim 2 n(n+ 1) _ 2n° +5n* +n—2
oo 1 nbe 5 — 1 T e+t DGr-1)
2n3 +5n2+n—-2
5 1 2
. 2n3+5n2+n—2_1_ 2tptz g 2
Taoe M3+ 4n?—n | nbw e 41 -5

n n3
11.7-Teoremaga ko‘ra berilgan gator yaqginlashuvchi. <
11.8-Teorema (gator yaqinlashishining Makloren-Koshi integral

alomati). Musbat hadli

Uy + Uy + Uy + o

Il
™M
<

S)

(11.11)

gatorning hadlari o‘smasin:

Up = Uy = e = Uy = oo (11.12)
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[1; +00) oraligda aniglangan uzluksiz f (x) funksiya o‘smasin va

f) =uy, fR)=u,, ..., f(n) =u,, ... (11.13)
tengliklar o°rinli bo‘lsin. U holda (11.11) gatorning yaginlashishi uchun
| f(x)dx (11.14)
1

xosmas integralning yaqginlashishi zarur va yetarli.
» (11.12) tengsizliklar va (11.13) tengliklarga ko‘ra ixtiyoriy x € [n —
1; n] nuqgtalarda
Up—1 2 f(X) 2 Uy
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizliklarni hadma-had [n — 1; n] kesmada
integrallasak

n n n
Up_y [ dx > [ fQ)dx >u, [ dx
n—1 n—1 n—1

yoki

n

Up_1 = [ fx)dx = u, (11.15)
n-1
tengsizliklarga ega bo‘lamiz.

(11.15) tengsizliklarni har bir n uchun yozamiz:
2

Uy = ff(x)dx > U,,

1
3
Uy = {f(x)dx > Uz,

Up_y = [ f(X)dx = u,.
n-1
Bu tengsizliklarni hadma-had qo‘shsak
Sp—Up =1, =5, —uy (11.16)
tengsizliklar hosil bo‘ladi, bu yerda s, berilgan (11.11) gatorning gismiy
yig‘indisi va

2 3 n n
L= fe)dx+ [ f)dx + -+ [ fl)dx = [ f(x)dx.
1 2 n-—1 1

(11.16) tengsizliklardan
[, <sp, <[, +u (11.17)
tengsizliklarni yozish mumkin.
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Zarurligi. (11.11) qator yaqinlashuvchi, ya’ni chekli lim s, = s limit

n—>0o

mavjud bo‘lsin. U holda (11.17) chap tengsizligidan I,, < s ekanligi ravshan.
Aniglanishiga ko‘ra {I,} o‘suvchi va u vyuqoridan chegaralangan.
Veyyershtrass teoremasiga ko‘ra chekli lim I,, = I limit mavjud, ya’ni (11.14)

n—oo

xosmas integral yaqinlashuvchi.
Yetarliligi. (11.14) xosmas integral yaqinlashuvchi, ya’ni chekli
lim I, =1 limit mavjud bo‘lsin. (11.17) o‘ng tengsizlikdan s, <1+ u,

n—->00

ekanligi kelib chigadi. (11.11) musbat hadli gator bo‘lganligi uchun {s,}
o‘suvchi va vyuqoridan chegaralangan. Bu yerda ham Veyyershtrass
teoremasiga ko‘ra chekli lims, = s limit mavjud, ya’ni (11.11) qator

n—>0o

yaqinlashuvchi. <
11.13-Misol. Ushbu

gator yaqginlashishini tekshiring.

» Qator yaginlashishining Makloren-Koshi alomatidan foydalanamiz.
Buning uchun

~1
I = { x—adx

xosmas integralni garaymiz. 6.10-Misolda bu xosmas integralning a <1
bo‘lganda uzoqglashuvchiligini va a > 1 bo‘lganda yaginlashuvchiligini
ko‘rgan edik. Shuning uchun 11.8-Teoremaga ko‘ra berilgan gator a > 1
bo‘lganda yaqginlashuvchi va a < 1 bo‘lgannda esa uzoglashuvchi bo‘ladi. <

11.14-Misol. Ushbu

© 1]
nzzzznlnn

gator yaqginlashishini tekshiring.

» Bu yerda ham qator yaginlashishining Makloren-Koshi alomatidan
foydalanamiz. Buning uchun
1

dx
xInx

o0
I=]
) ) . 2
xosmas integralni gqaraymiz.

b

I= lim [ dx = lim Inlnx|% = lim (Inlnb —Inln2) = oo,
b—+o05 xInx b—+ b—+o0
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ya’ni xosmas integral va demak berilgan gator ham uzoqlashuvchi. <

11.15-Misol. ) einqatoryaqinlashishini tekshiring.
n=1
+ 00

»6.7-Misolda | e *dx xosmas integral o‘rganilgan edi va uning

a
yaqginlashuvchi ekanligini aniglagan edik. U holda 11.8-Teoremaga ko‘ra
berilgan gator ham yaqginlashuvchi bo‘ladi. <
11.9-Teorema (qator yaginlashishining Dalamber alomati). Musbat
hadli

gator berilgan bo‘lsin. Agar
. Un4a

lim =7

n—-+oo un
chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda r <1 bo‘lganda berilgan qator
yaginlashuvchi va r > 1 bo‘lganda gator uzoglashuvchi bo‘ladi. r =1
bo‘lganda masala ochiq qoladi, ya’ni bu holda qator yaqinlashishi ham
uzoglashishi ham mumekin.

> lirp % =1 bo‘lsin. U holda limitning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy
n—>+0o n

€ >0 son uchun shunday N, tarib ragami topilib, n > N, tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha n uchun
Un+1

Un

—r|I<Ee

yoki
Unt1
Un
tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa
Un+1
Un
tengsizlikga ega bo‘lamiz. So‘ngi tengsizlikdan esa
(r—au, <upy < T +9u, (11.18)
tengsizlini yozish mumkin.
1) r < 1bo‘lsin. e > 0 sonnir + ¢ = q < 1 bo‘ladigan qgilib tanlaymiz.
U holda ixtiyoriy k natural son uchun (11.18) ning o‘ng tomondagi
tengsizliklarga ko‘ra

—&< —r<e

r—e< <r-+4e¢
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2 k
UNg+1 < QUNgs Ung+2 < QUNG+1 < G Ungs -+ > Ung+k < @ Uy, (11.19)
(0/e]

tengsizlilkar o‘rinli bo‘ladi. Yangi ) v, gator tuzamiz, bunda

n=1
— — _ _ — .k
Vi1 = Uy, VU = Uy oy Uny = UNg UNg+1 = QUNGy ) UNg+k = G UNgs -
deb olamiz.

q < 1ekanligidan Y, q*uy, = uy, ¥ ¢* qator yaginlashuvchi bo‘ladi,
k=1 k=1
shuning uchun
No

Zvn_ Zun-l' unNo

gator ham yaqlnlashuvchl bo ladi. Bundan tashqarl (11.19) tengsizliklardan
U <V, Uy S Vy, ..., Up, < vNO’ UN,+1 < UN0+1,...

tengsizliklarni yozish mumkin. U holda 11.6-Teoremaga ko‘ra ). u, gator
n=1

ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

1) r > 1 bo‘lsin. e > 0 sonnir — & = q > 1 bo‘ladigan qilib tanlaymiz.
U holda ixtiyoriy k natural son uchun (11.18) ning chap tomondagi
tengsizliklarga ko‘ra

qun, < Ung+1, QP Ung < Ungrzs - > Uy, < Uygere (11.20)
tengsizlilkar o‘rinli bo‘ladi. Yangi ) v, gator tuzamiz, bunda
n=1

_ _ _ _ — Kk
Vi1 = Uy, VU = U, oy Uny = UNg UNg+1 = QUNGy ) UNg+k = G UNg) -
deb olamiz.

q > 1 ekanligidan Z q u,\,0 = Uy, Z q* gator uzoglashuvchi bo‘ladi,
k=1
shuning uchun

Ng
Z Un = Zlun'l' Zq uNO
= n=
gator ham uzoqlashuvchl bo ladi. Bundan tashqarl (11.20) tengsizliklardan
uq = Vi1, Uy > Uy, ..o, uNO > vNO’ uN0+1 > UN0+1,...

tengsizliklarni yozish mumkin. U holda 11.6-Teoremaga ko‘ra ) u, qator
n=1
ham uzoglashuvchi bo‘ladi. «

: ® 3" : . .
11.16-Misol. n§1m gator yaginlashishini tekshiring.
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» Dalamber alomatiga ko‘ra tekshiramiz. Bu yerda
3n 3n+1

n = ontm + DI’ T ek 1 2)1

uZ: nisbatning limitini hisoblaymiz:
3n+1
. Unpt1 . 2ntI(n + 2)! ~ 32 (n + 1)!
TR AT T v
2"(n + 1)!
= lim L =0<1,

n-o+o 2(n + 2)
demak 11.9-Teoremaga ko‘ra berilgan gator yaqinlashuvchi. <

(00]

n
11.17-Misol. Y erlln, gator yaginlashishini tekshiring.

n=1
» Dalamber alomatiga ko‘ra tekshiramiz. Bu yerda
n" (n+ 1)t
Un = 57 Un+1 = .
2nn| 2n+1(n 4 1)!
u
Z“ nisbatning limitini hisoblaymiz:
n
(n+ 1)t
CUpgr . 2" I(n+ D (n+ )"l
lim = lim - = li =
n—+o Uy, n—+oo n 1%+ann2n+101+-1ﬂ
2"n!
. (n+D™ 1 (n+1)”_11_ 1+1”_e>1
" nodeo n"2(n+1) 2n-+o nt En—lglw( E) 27

demak 11.9-Teoremaga ko‘ra berilgan gator uzoglashuvchi. <
11.10-Teorema (qgator yaqginlashishining Koshi alomati). Musbat hadli

2, Un
n=1

A, Vi =1
chekli limit mavjud bo‘lsa, u holda r <1 bo‘lganda berilgan qator
yaginlashuvchi va r > 1 bo‘lganda gator uzoglashuvchi bo‘ladi. r =1
bo‘lganda masala ochiq qoladi, ya’ni bu holda qator yaqinlashishi ham

uzoglashishi ham mumkin.

gator berilgan bo‘lsin. Agar
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» lim %/u, = r bo‘lsin. U holda limitning ta’rifiga ko‘ra ixtiyoriy £ >

n—-+4oo

0 son uchun shunday N, tarib ragami topilib, n > N, tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha n uchun

2 1| <
—e<fu,—r<e

tengsizligi o‘rinli bo‘ladi. Bundan esa
r—e<u,<r+e (11.21)

yoki

tengsizlikga ega bo‘lamiz.

1) r < 1bo‘lsin. e > 0sonnir + ¢ = q < 1 bo‘ladigan qilib tanlaymiz.
U holda ixtiyoriy k natural son uchun (11.21) ning o‘ng tomondagi
tengsizliklarga ko‘ra

No — No+1 — No+k —
5 uNO < q’ ° uN0+1 < q:---: 0 uNo'l‘k < qﬂ"'

yoki
Uyy+1 < gV Uy pp < qVOFE L uy g < gNotELL (11.22)
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
Yangi ) v, gator tuzamiz, bunda
n=1
Uy = Uy, Uy = Uy, e, Uyy = Uy, Ungat = G001 o, U are = g7, L
deb olamiz.
g < 1 ekanligidan Y gMot* gator yaginlashuvchi bo‘ladi, shuning
k=1
uchun
No
Z Up = X Uyt Z qNot¥
n=1 =1
gator ham yaqlnlashuvchl bo ladi. Bundan tashqan (11.22) tengsizliklardan
Uy SV, Up SV, e Uy = Ungs Ung+1 < Ung+1oe -

tengsizliklarni yozish mumkin. U holda 11.6-Teoremaga ko‘ra ). u, qator
n=1
ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

1) r > 1 bo‘lsin. e > 0 sonnir — & = q > 1 bo‘ladigan qilib tanlaymiz.
U holda ixtiyoriy k natural son uchun (11.21) ning chap tomondagi
tengsizliklarga ko‘ra

196



No+1 — No+2 —/—/ No+k ——
q < uN0+1l q < uN0+29"‘9 q < uN0+k7"'

No+1

yoki
q < Ung+1: QN1 < uygizsen @V <uygpe... (11.23)
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
Bu yerda ham hadlari

Uy = Up, Vg = Up, e, Uy = Ungs UNg+1 = 4707 o, Uy = Y075, L
tengliklar bilan aniglanadigan yangi ) v, gator tuzamiz.
n=1
g > 1 ekanligidan Y gMo** qator uzoglashuvchi bo‘ladi, shuning
k=1
uchun
No
Z Up = X Up+ Z q"ot¥
n=1 k=1
gator ham uzoqlashuvchl bo ladi. Bundan tashqgari (11.23) tengsizliklardan
V1 < Uy, Uy < Uy, ..., vNO < uNO, vNO+1 < uN0_|_1,...

tengsizliklarni yozish mumkin. U holda 11.6-Teoremaga ko‘ra ) u, qator
n=1
ham uzoglashuvchi bo‘ladi. <
oo An— n

i n—1 . e ..
11.18-Misol. n}_jl (Tﬂ) gator yaqginlashishini tekshiring.

» Qator yaqinl_ashishini Koshi alomatiga ko‘ra tekshiramiz. Bu yerda
U, = (4"'_1) va lim %/u, limitni hisoblaymiz:

In+1 n—-+oo

. onldn — 1\" . 4n-1 4
nlirfoo"””_nlirfooj<9n+1) = y1 gt

11.10-Teoremaga ko‘ra berilgan gator yaqinlashuvchi. <«

11.19-Misol. ). 3™e™™ gator yaqginlashishini tekshiring.
n=1
» Qator yaqinlashishini Koshi alomatiga ko‘ra tekshiramiz. Bu yerda

= 3"e " va lim /u, limitni hisoblaymiz:

n—+oo
lim %/u, = lim V3ne " =— > 1
n—+oo n—+oo

11.10-Teoremaga ko‘ra berilgan qator uzoqlashuvchl <
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Yaginlashuvchi musbat hadli gatorlarning muhim bir xossasi ushbu
teoremada keltirilgan.

11.11-Teorema (Dirixle). ) u, musbat hadli (U) gator hadlarining
n=1

o‘rinlarini ixtiyoriy ravishda almashtirishdan yangi Y v, (V) qator hosil
n=1
gilingan bo‘lsin. Agar berilgan (U) gator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi s
bo‘lsa, yangi hosil gilingan (V) gator ham vyaginlashadi va uning ham
yig‘indisi s bo‘ladi.
» (V) gatorning

V,=v1+v,+ -+,
gismiy yig‘indisini garaymiz. Bu yig‘indining har bir hadi (U) gatorga ham
kiradi. m sonini shunday Kkatta qilib tanlaymizki, natijada V,, gismiy
yigindining barcha hadlari (U) gatorning

Un=u +u; +--+uy,
gismiy yig‘indisiga kirsin. U holda gatorlar musbat hadli bo‘lganligi uchun

V. SU,<s

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi va {V,} ketma-ketlik monoton o°sishi
ravshan. Shuning uchun 1.12-Teoremaga ko‘ra {V},} ketma-ketlik va demak
(V) gator yaginlashuvchi bo‘ldi. Bundan tashqgari

s'= lim V, <s
n—+4oo

tengsizlik o‘rinli. O‘z navbatida (U) gatorni (V) gator hadlarining o‘rnini
almashtirishdan hosil gilingan gator deb garash mumkin. Yuqoridagi singari
mulohazalar yuritib
s<s'
tengsizlikni olish mumkin, bundan esa s = s’ tenglikga kelamiz. <
11.6. O‘zgaruvchan ishorali gatorlar

Agar gator hadlarining orasida turli ishorali sonlar mavjud bo‘lsa, bunday
gatorlarni o ‘zgaruvchan ishorali gatorlar deb ataymiz. Mazkur bo‘limda
hadlari hagiqgiy sonlardan iborat o‘zgaruvchan ishorali qatorlar bilan bir
gatorda kompleks hadli gatorlarni ham garaymiz. O‘zgaruvchan ishorali

n=1

gator va uning hadlarining absolyut giymatlaridan tuz_ilgan

198



R L L U (11.25)

n=
gatorlar berilgan bo‘lsin. (11.25) gator musbat hadli gator ekanligi ravshan.
Biz bunday gatorlarni yuqorida ko‘rdik.

11.6-Ta’rif. Agar qator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan
(11.25) qator vyaqinlashuvchi bo‘lsa, berilgan (11.24) qator absolyut
yaqginlashuvchi deyiladi.

Agar Y u, qator kompleks qator, ya’'ni u, = a, +ib,, bu yerda

n=1
a,, b, € R,n € N bo‘lsa, |u,| = a2 + b2 va
(e 0] (0]
Y lunl = % Jai + by
n=1 n=1

ekanligini eslatib o‘tamiz.
11.12-Teorema. Kompleks

§ Un = § (an + iby)

gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lishligi uchun Z a, va 2 b,, haqgiqgiy hadli

n=
gatorlarning absolyut yaqinlashishi zarur va yetarll

» Zarurligi. Z u, kompleks gator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda

ixtiyoriyn € N uchun

lan| < ,/an+b2 lunl, [bn| < /an+b2 |un|

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. U holda 11.6-Teoremaga ko‘ra Z |lu,, | qatorning
n=1

yaqginlashishidan § la,| va E |b,,| gatorlarning ham yagqinlashishi kelib
chigadi. . =
Yetarliligi. Z a, Va Ebn haqigiy hadli qgatorlar absolyut
yaginlashuvchi bo° Ism Ushbu i
an + b = lagl? + |bn|? < lanl? + 2layllby| + |by]? = (Ian| + by 1)?

tengsizlikdan
|an + iby| = /a% + b7 < lan| + |by|
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tengsizlikni yozish mumkin. Yana 11.6-Teoremaga ko‘ra ) |a,|va Y. |b,|

n=1 n=1

gatorlarning yaginlashishidan Z lu,| = Z ||an+Lb || gatorning ham
=
yaqinlashishi kelib chigadi. «
11.13-Teorema. Har ganday absolyut vyaqinlashuvchi qator

yaqinlashuvchi hamdir.

> Zun gator absolyut yaginlashuvchi va demak Z |lu,,| gator
n=1 n=1

yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda 11.5-Teoremada keltirilgan Kaoshi
kriteriyasiga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday N = N(¢) tartib
ragami topilib, ixtiyoriyn > N vap = 0,1, 2, ... giymatlarda

lu, | + [upgq ] + -+ |un+p| <¢ (11.26)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashgari haqigiy sonlar ustida arifmetik
amallarning ma’lum xossalariga va kompleks sonlar uchun (1.21)
tengsizliklarga ko‘ra

|un +Upyr + ot un+p| < |up| + lupga |+ + |un+p|

tengsizlikni yozish mumkin. Bundan esa (11.26) ga ko‘rau,, + u,.q + ==+ +
Un4p ifoda uchun Koshi kriteriyasining o‘rinli ekanligiga kelamiz, ya’ni

berilgan ) u, qator yaqinlashuvchi. <«

n=1
11.20-Misol. ) L gator yaginlashishini tekshiring.
n=1
» Bu gator o‘zgaruvchan ishorali gator. Uning hadlari uchun
sinna 1
< N
n3 | n3

tengsizliklar o‘rinli. Bundan tashgari 11.13-Misolda Z = gator a > 1

bo‘lganda yaginlashuvchi ekanligini ko‘rgan edik. Shuning uchun Z —
n=1

sinna
| qator

gator yaqginlashuvchi bo‘ladi. U holda 11.6-Teoremaga ko‘ra Z |

ham va demak 11.13-Teoremaga ko‘ra berilgan gator ham yaqlnlashuvchi
bo‘ladi. <
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11.14-Teorema. Agar ) u, qator absolyut yaginlashuvchi va uning
n=1
yig‘indisi s hamda, Y |u, | gatorning yigindisi S bo‘lsa,
n=1
Is| < S
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

» ' u, gatorning gismiy yig‘indilari uchun
n=1
|Sn| = |u1 +u; +- un' < |u1| + |u2| + et |un|
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi va bu tengsizlikda limitga o‘tsak |s| < S tengsizlikga
ega bo‘lamiz. «

11.7-Ta’rif. Agar berilgan ) wu, qator yaginlashuvchi va bu gator

n=1

hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan Y |u,| gator uzoglashuvchi
n=1

bo‘lsa, berilgan gator shartli yaginlashuvchi deyiladi.

© _1yn+l

11.21-Misol. ¥ &7

n=1

gator yaginlashishini tekshiring.

» Bu qgator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan ) %qator
n=1

(garmonik qator) uzoglashuvchi ekanligini 11.10-Misolda ko‘rgan edik. Bu
gatorning o°zi yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Qator ko‘rinishini
o‘zgartiramiz:

oo (_1)n+1 _ 4 1 N 1 1 N N (_1)n+1 N B
,El n 2 3 4 n -
=(1-9)+ -3+ (G-g)+ -
a 2/ \3 4/ \5 6 B
= + + . + o+ ! foe= X
~1-2 3-4 5-6 (2n—1)-2n _nz=:1(2n—1)-2n'
Demak hosil gilingan gator umumiy hadi u,, = @n=1)2n bo‘ladi. Uni

biz umumiy hadi v,, = n—12 bo‘lgan ) n—12 gator bilan tagqoslaymiz:
n=1
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1
n2

vy, _ n - (2n—-1)-2n
lim — = lim = lim > -
n—+4oo un n—-4oo 1 n—-4oo n
(Zn—1)-2n
1
= lim 2(2——) = 4,
n—-+oo n

(00)

D n_lz gator 11.13-Misolga ko‘ra yaginlashuvchi va demak 11.7-Teoremaga
n=t co (_1)Tl+1

ko‘ra 21 m ya’ni berilgan gator yaginlashuvchi bo‘ladi.
n=

n=1 I
Shunday qilib, berilgan gator shartli yaginlashuvchi ekan. <

11.15-Teorema. Agar ozgaruvchan ishorali Y u, (U) qgator shartli
n=1

yaqginlashsa, bu gatorning musbat hadlaridan tuzilgan Y v, (V) va manfiy
n=1

hadlarining absolyut qgiymatlaridan tuzilgan Y w, (W) qatorlar
n=1

uzoglashuvchi bo‘ladi.

P Teskarisidan faraz qilaylik, ya’ni (V) va (W) qatorlar yaqinlashuvchi
bo‘lsin. (U) gatorda manfiy hadlarni nollar bilan almashtiramiz. Natijada (V)
gatorga nollar qo‘shilgan (V@) gator hosil bo‘ladi va 11.1-Natijaga ko‘ra u
yaginlashadi. Xuddi shu singari (U) gatorda musbat hadlarni nollar bilan
almashtirsak (W) gatorga nollar qo‘shilgan yaginlashuvchi (W) gatorni hosil
gilamiz. (V@) va (W®©) gatorlarning yig‘indisi (U) gator hadlarining absolyut
giymatlaridan tuzilgan gatorga teng. Biroq bu gator 11.4-Teoremaga ko‘ra
yaginlashishi kerak. Bu esa teoremaning berilgan gatorning shartli
yaqginlashuvchiligi hagidagi shartga ziddir. Demak (V) va (W) gatorlar bir
vaqtda yaginlashuvchi bo‘Imaydi.

Endi (V) yoki (W) qatorlardan biri yaginlashsin, masalan (V) gator
yaginlashib, (W) gator uzoglashsin. U holda yuqorida tuzilgan (V©) gator ham
yaginlashadi. (U) gatordan (V©) gatorni ayirsak (W©) gator hosil bo‘lishi
ravshan: (U) — (V@) = (W©). Birog tenglikning chap tomonidagi gator 11.1-
Natijaga ko‘ra yaginlashuvchi. Bu esa (W®©®) gatorning uzoglashuvchiligi
hagidagi farazimizga ziddir. Demak, (V) va (W) gatorlarning hech biri
yaqginlashuvchi bo‘la olmaydi. <
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] . o (_1)n+1
11.22-Misol.  11.21-Misolda )
n=1
yaqinlashishini ko‘rgan edik. Bu qator hadlarining o‘rni almashtirilganda
yig‘indining qiymati o‘zgarishini ko‘rsatamiz.
» Qatorning yig‘indisi s bo‘lsin. Qator hadlarining o‘rnini bitta musbat
haddan keyin ikkita manfiy had keladigan gilib almashtiramiz:
1 1 1 1 1

gatorning  shartli

2737375t
B 1 1+1 1 1+1 1 1+ ~
B 2 4 3 6 8 5 10 12 B
1 1+1 1+1 1+ B
2 4 6 8 10 12
_1@ 1+1 1+1 1+ )_1
~2 2737275 % 2%

Shunday qilib, berilgan gator hadlarining o‘rnini yuqorida keltirilgan usul
bilan almashtirilganda gator yig‘indisi ikki barobarga kamayganligini
ko‘rdik. <

Shartli yaqginlashuvchi gatorlarning bunday xossasi quyidagi teoremada
keltirilgan.

11.16-Teorema (Riman). Agar qator shartli yaginlashsa, oldindan
tanlanadigan S soni ganday (chekli yoki cheksiz) bo‘lishidan gat’iy nazar qator
hadlarining o‘rnini shunday almashtirish mumkinki, natijada hosil bo‘ladigan
gatorning yig‘indisi ana shu S soniga teng bo‘ladi.

» Ozgaruvchan ishorali ) u, (U) gator shartli yaginlashsin va S

n=1
ixtiyoriy chekli son bo‘lsin. 11.15-Teoremaga ko‘ra (V) va (W) qatorlar
uzoqlashuvchi bo‘ladi, shuning uchun ulardan yig‘indisi ixtiyoriy sondan
oshadigan qilib kerakli sondagi hadlarni olishimiz mumkin.
(U) gator hadlarining o‘rnini quyidagicha almashtiramiz.
Dastlab k; sonini shunday tanlaymizki, bunda (V) gator dastlabki k; ta
hadlari yig‘indisi uchun
MFUF et U, g <SVvavyp vyt v gty >8
tengsizliklar o‘rinli bo‘lsin. Endi bu yig‘inidan (W) gatorning dastlabki [,
hadini
L=v+v+ 0+ VU, + VU, —Wg =Wy — =W g — W <,
Vi + U+ F U g U, W Wy — =W 1 >SS
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bo‘ladigan gilib ayiramiz. U holda bu ayirmaning S sonidan farqi
|, =S| < wy,
tengsizlikni ganoatlantiradi. Keyingi bosqgichda hosil gilingan I; ayirmaga (V)
gatorning k; hadidan keying hadlarini yig‘indi S sonidan oshadigan qilib
go‘shamiz:
L +vg g1+ F Vg, 1+, >S5,
I + Vg g1+ + Vg mg <S.
Iy + Vi, 41 + -+ + Vg,—1 + Vi, ifodadan (W) qatorning navbatdagi hadlarini
ayirib I, ifodani hosil gilamiz:

I =1 + Vg, 41+ Vky1 TV, = Wi 1 — = Wi, — W,
Bunda I; uchun I, <S va I, +w;, > § tengsizliklar o‘rinli va uning S
sonidan garqi

|I; = S| < wy,
tengsizlikni ganoatlantiradi. Bu jarayonni cheksiz davom ettirib

Ly=IL4 1+ve, g1+ Fve, =W 41— =W
sonlar ketma-ketligini hosil gilamiz. Bu ketma-ketlik hadlari uchun
I, — S| < w, (11.27)

tengsizliklar o‘rinli. I, ketma-ketlik (U) gator hadlarining o‘rinlarini
almashtirishdan hosil bo‘lgan biror (1) gatorning qismiy yig‘indilari ketma-
ketligi hamdir. Bundan tashgari (U) gator yaginlashuvchi bo‘lganligi uchun

lirln u, = 0 bo‘ladi. w; ketma-ketlik u,, ketma-ketlikning gismiy ketma-
n—-+oco

ketligi ekankigidan lirP w; = 0 kelib chigadi. Bundan esa o‘z navbatida
n-+oo

(11.27) tengsizlikga ko‘ra
Jim, = 5
tenglikni olamiz. Bu esa gator yig‘indisining ta’rifiga ko‘ra () gatorning
yigindisi S soniga tengligini anglatadi.
Agar § = 40 bo‘lsa, (V) gatordan
L=vi+v,++vp, —w; >1
bo‘ladigan qilib k, ta hadni olamiz. I, ni esa
Ly=05L+vg 4+ F U, =Wy >2

ko‘rinishda tuzamiz. Bu jarayonni ham cheksiz davom ettirib

Ly=L_ 1+v, 41+ +v, —w,>n
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sonlar ketma-ketligini hosil gilamiz. Bu yerda ham I,, ketma-ketlik (U) gator
hadlarining o‘rinlarini almashtirishdan hosil bo‘lgan biror (1) gator gismiy
yigindilari ketma-ketligidan iborat va ular uchun I,, > n ekanligidan

lim [, = +o0
oam =

tenglik kelib chigadi, bu esa (I) gator yig‘indisi +oo ga tengligini anglatadi.

S = —oo bo‘lgan holda ham xuddi shu singari yig‘indisi —oo bo‘lgan
qator tuziladi. <

11.8-Ta’rif. Ushbu

U — Uy +us — Uy + o+ D"y, + = Y (D), (11.28)
n=1
gator ishoralari navbatlashuvchi gator deb ataladi, bu yerda u,, > 0.
11.17-Teorema (Leybnis). Agar ishoralari navbatlashuvchi (11.27)
gator hadlari absolyut giymati bo‘yicha monoton kamaysa:
u12u2 ZZunZ'

va n cheksiz o‘sganda u,, umumiy had nolga intilsa: lir}rn u, = 0, uholda bu
n—-+oo

gator yaginlashadi va gator yig‘indisi s uchun
0<s<u (11.29)
tengsizlik o°rinli.
» 2n ta had gatnashgan gismiy yig‘indini tuzamiz:
San = (U — Uz) + (Uz —Ug) + -+ (Uzn—1 — Uzn)
Teorema shartiga ko‘ra gator hadlari absolyut giymati bo‘yicha monoton
kamaydi, shuning uchun s,,, gismiy yig‘indida barcha gavslardagi ayirmalar
nomanfiy. Bu esa n o‘sganda s,,, ketma-ketlik ham o‘sishini anglatadi. Endi
Soy, Qismiy yig‘indining ko‘rinishini o‘zgartiramiz:
Son = Uy — (U —uUz) — (Ug —Us) — =+ — (Uzn—2 — Uzn—1) — Uzp-
Bu yerda ham barcha gavslardagi ayirmalar nomanfiy, bundan esa s,, < u,
ekanligi kelib chigadi. Demak {s,,} ketma-ketlik monoton o‘sadi va u
yuqoridan chegaralangan. Shuning uchun 1.12-Teoremaga ko‘ra bu ketma-
ketlik chekli limitga ega:
lim s,, =s (11.30)

n—+4oo

va bu limit uchun (11.29) tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi ravshan. Qismiy
yig‘indilarning aniglanishiga ko‘ra s,,,+1 = Sy, + Upn+1, Shuning uchun
lim u,, = 0 tenglikni inobatga olsak

n—+4oo
lim s,,4.1 = lim (535, + Uppyq) = lim sy, + lim Uy =S
n—+4oo n—+4oo n—+4oo n—+4oo
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tenglikga ega bo‘lamiz. Bu esa (11.30) tenglik bilan birgalikda
lim s, =s
n—+4oo
ekanligini anglatadi. «
11.23-Misol. 1 — % + % — % + --- gqator yaginlashishini tekshiring.
» Qatorning umumiy hadi

(_1)n+1 2n —1

2n-1

bo‘ladi, ya’ni u,, =
kamayib yaqginlashishini ko‘rsatamiz:
2n—1 2n+1_4n—2—2n—1_2n—3

n-1 N on omn  on
bu yerda ixtiyoriy n = 2 uchun

Up —Upy1 =

2n—3
Up —Un+1 = omn >0,
ya’ni u, monoton kamayadi. Endi lim u,, = lim 27:;11 = 0 ekanligini

n—+oo n—-+oo
ko‘rsatamiz. Buning uchun f(x) =2x—1 va g(x) = 2*~1 funksiyalar
fx) 2x-1

nisbatining x = 4oo dagi limitini hisoblaymiz. Bu limit uchun

gx) ~ 21

Lopital qoidasini go‘llash mumkin:
lim f(x) . 2x—1 . 2x—1)" . 2
x—1>+oo g(x) x—l>r-Poo 2x—1 - xiToo (Zx 1) B x—1>I-Poo 2X— 1]n2

Funksiya limitining Geyne ta’rifiga Ko‘ra = 0 tenglik

x—+00 24
lim x,, = +o0 munosabatni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x,}, shu lumladan

n—+4oo
x, =n ketma-ketlik uchun ham o‘rinli bo‘lishi kerak. Bundan esa
2n—1

n—1

lim
n—-+oo )
Shunday qilib, {u,} ketma-ketlik nolga monoton kamaylb yaqlnlashlshar

= 0 tenglikga ega bo‘lamiz.

ekan. U holda Leybnis teoremasiga ko‘ra berilgan Z (— 1)”“22
n=1

yaginlashuvchi bo‘ladi.
Biz berilgan gatorning yaginlashishini Leybnis teoremasini go‘llab
isbotladik. Umuman olganda bu qator absolyut yaginlashuvchi. Qator
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hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan ) u, = ) Zzﬁj musbat hadli
n=1 n=1
gator yaginlashuvchi, chunki
2n+1
TS S L 22n+1) 1 . 2n+1
n—1>r-|{loo (7 - n—1>I-|r—loo 2n—1 n—1>r-|{loo Zn(Zn — ]_) a 2 n—1>r-|I-loo n—1 -
2n—1
_1 1= . <1
22
2 2n—1

ya’ni, Dalamber alomatiga ko‘ra ), gator yaginlashuvchi. Shuning
n=1

2n—1

uchun berilgan gator absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi. <«
11.24-Misol. ¥ &2°
nlnn

n=2

» Biz 11.14-Misolda ) nl_iln gator uzoglashishini ko‘rgan edik.
n=2

gator yaginlashishini tekshiring.

Shuning uchun berilgan gator absolyut yaginlashuvchi bo‘lmaydi. Biroq u
shartli yaginlashuvchi, chunki berilgan gator uchun Leybnis teoremasining
ikkala

1 1 1

2Inz” 3m3_ " ninn

) 1 . .o
va lim ——— = 0 shartlari o‘rinli. <
n—-+o nlnn

11.2-Natija. Leybnis teoremasining shartlarini ganoatlantiruvchi

> ...

ishoralari navbatlashuvchi Y (—1)"*!w,, (u, > 0) gatorning
n=1
ﬁz==(—1)"+2un+14‘(—1)"+3un+2+'“'
goldiqg gatori uchun
|Tn| < |un+1|
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

» r,, qoldig gator Leybnis teoramasining shartlarini ganoatlantiradi.
Shuning uchun gator yig‘indisining absolyut giymati uning birinchi hadi
absolyut gqiymatidan oshmaydi. <

Mulohaza. Agar gatorning yig‘indisini € > 0 aniglikda hisoblash talab
gilingan bo‘lsa, u,,,; < € bo‘ladigan eng kichik n uchun s,, gismiy yig‘indini
hisoblash yetarli bo‘ladi.
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11.25-Misol. Z (_n) gator yigindisini 0,01 aniglikda hisoblang.
n=1

» Yuqorida keltirilgan mulohazaga ko‘ra u,,; < 0,01 tengsizlikni
ganoatlantiradigan n natural sonni topishimiz kerak:

<001 -100<(n+1)3 ->V100—-1<n =4

(n+1)3
Demak s, gismiy yig‘indini hisoblaymiz:
1 1 1
$4 =1— g+55—¢7~ 0896412 <

11.7. Funksional gatorlar

Biror D to‘plamda aniglangan funksiyalarning
Uy (%), uy (%), .o, Uy (), ...
cheksiz ketma-ketligi berilgan bo‘Isin.
11.9-Ta’rif. u;(x), u,(x),...,ur(x), .. funksiyalar ketma-ketligi
aniglagan

u () +uy () + -+ up(x) + - = %o: U, (x) (11.30)
n=1

iIfodaga funksional gator deb ataymiz.
(11.30) funksional gatorda x o‘zgaruvchiga anig bir x, giymat berib
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi

2. Un(Xo)
_ ] n=1
sonli gatorga ega bo‘lamiz.

11.10-Ta’rif. Agar ). u,(xq) sonli gator yaginlashuvchi bo‘lsa, (11.30)
n=1
funksional gator x, nuqtada yaginlashuvchi, agar bu sonli gator uzoglashsa
funksional gator bu nuqtada uzoglashuvchi deyiladi.
11.11-Ta’rif. Funksional gator yaginlashuvchi bo‘ladigan barcha
nugtalarning D to‘plamiga uning yaginlashish sohasi deyiladi.
Funksional qatorning vyaginlashish sohasida uning yig‘indisi x
o‘zgaruvchining biror funksiyasi bo‘ladi: s = s(x).
Masalan,
T+x+x2+-+x"+-
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1
gator (—1; 1) oraligda yaqginlashadi va bu oraligda uning yig‘indisi T ga
teng bo‘ladi:

1
1+x+xﬁw~+ﬂhw~=1_xme(—hu.
o} n
11.26-Misol. ) tgnx funksional gator yaginlashish sohasini toping.
n=1

» Bu funksional qatorning absolyut yaqinlashish sohasi |[tgx| <1
tengsizlik bilan aniglanadi. tgx = 1 bo‘lsa, uzoglashuvchi garmonik gator,
tgx = —1 bo‘lsa, shartli yaginlashuvchi (11.21-Misol) gator hosil bo‘ladi.

ltgx| <1 tengsilikning yechimlari — %+ m<x< %+ mm , nNE€EZ
to‘plamdan iborat bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan funksional gator — %+

< x < %+ nn oraliglarda absolyut yaginlashadi, {— %+ nn} nuqgtalarda

shartli yaginlashadi va qolgan nuqtalarda uzoqlashadi. «
S sinnx

11.27-Misol. ¥

n=1 nZ

funksional gator yaqinlashish sohasini toping.

(0e]

| <= tengS|zI|kIar o‘rinli, ) —
n=1MN

gator esa yaginlashuvchi (11.13-Misol). Shunlng uchun 11.6-Teoremaga ko‘ra
barcha x € R nuqtalarda berilgan gator absolyut yaginlashadi. Shunday qilib
berilgan gatorning absolyut yaginlashish sohasi R = (—o0; +00) son o‘gidan
iborat ekan. <

P Ixtiyoriy x € R nuqtalarda |smnx

x—1\"

L m) ,x €ER,x #—1  funksional  qator

11.27-Misol. —
nz=:1”(
yaginlashish sohasini toping.
» Bu gator yaginlashishini Dalamber alomatiga ko‘ra tekshiramiz:
Nupe n o |x—1 |x-1
lim —————— = Ilim = ‘ :
n-+oo |u,(x)| noton+1lx+1 x+1
Berilgan gator yaginlashishi uchun o‘ng tomondagi ifoda birdan kichik
bo‘lishi kerak: |(x — 1)/(x + 1)| < 1. Bu tengsizlikni yechsak x > 0 natijani
olamiz. Xuddi shu singari, |(x — 1)/(x + 1)| > 1 tengsizlikni yechsak, x < 0

bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan funksional gator x > 0 bo‘lganda absolyut
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yaqginlashadi, x < 0 bo‘lganda uzoglashadi va x = 0 nugtada ) (—1)"%
n=1
shartli yaginlashuvchi gatorga ega bo‘lamiz. <
s,(x) orgali (11.30) funksional qatorning n — qismiy Yyig‘indisini
belgilaymiz:
Sp(x) = u () + uy (x) + -+ + u,, (x).
Sonli gatorlardagi singari (11.30) gatorning dastlabki n ta hadini tashlab
yuborishdan hosil bo‘lgan
Un+1(X) + Upip () + - (11.31)
gator (11.30) funksional gatorning n — qoldiq gatori deb ataladi, uning
yigindisini esa r;,,(x) orgali belgilaymiz:
T = U1 (X) + Upya (X) +
va funksional gatorning yaginlashish sohasida u yaginlashuvchi bo‘ladi.
Funksional gatorning yaginlashish sohasidan olingan ixtiyoriy x nugtada
s(x) = sp(x) + 1, (x)
tenglik o‘rinli, bundan tashqari bu nuqgtalarda

lim s,(x) = s(x)
n—+4oo

bo‘lganligi uchun

lim 7,(x) = lim [s(x) = s, (x)] =0

bo‘ladi.

Y u,(x) (U) funksional gator biror D sohada s(x) funksiyaga
n=1
yaqginlashsin va X < D bo‘Isin. ,
11.12-Ta’rif. Agar ixtiyoriy  y4 /”;Sn(x)
¢ > 0 son uchun shunday N natural s(x)
son topilib, n > N tengsizlikni ;
ganoatlantiruvchi barcha n sonlarda
va barcha x € X nuqgtalarida |s(x) —
s, (x)| < € tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, | »
(U) funksional gator X to‘plamda 1 s(x) —¢
s(x) funksiyaga tekis yaginlashuvchi 5 .,
deyiladi. O 4@ 111-rasm b x
To‘plamda tekis yaginlashish tushunchasining geometrik talginini
beramiz. s,(x) qismiy vyig‘indilar ketma-ketligi [a;b] kesmada s(x)
funksiyaga tekis yaginlashsin. y = s(x) — e vay = s(x) + € funksiyalarning
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grafigini chizamiz (11.1-rasm). U holda {s,(x)} gismiy yig‘indilar ketma-
ketliginings(x) funksiyaga tekis yaginlashgan-ligi uchun yetarlicha katta n
larda va barcha x € [a; b] nugtalarda

s(x) —e<s,(x) <s(x)+e¢

tengsizliklar o°‘rinli bo‘ladi. Bu esa gandaydir N(¢) tartib ragamidan
boshlab s,, (x) funksiyalar grafigi y = s(x) — e va y = s(x) + & funksiyalar
grafiklari bilan chegaralangan ¢ —yo‘lakada yotishini anglatadi (11.1-rasm).

11.13-Ta’rif. Agar barcha x € X nuqtalarda Z un(x) (U) funksional
qatornlng hadlari absolyut giymati bo‘yicha yaqlnlashuvchl musbat hadli

Z a, (A) gatorning mos hadlaridan katta bo‘lmasa, ya’ni ixtiyoriy x € X
n=1
nuqgtalarda

lu,(x)| < a,n €N (11.32)
tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, berilgan (U) funksional gator X to‘plamda
kuchaytirilgan funksional gator deb ataladi.

11.18-Teorema (Veyyershtass alomati). X to‘plamda kuchaytirilgan
funksional gator bu to‘plamda tekis va absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

» X to‘plamning barcha nugtalarida (U), (A) gatorlar hadlari uchun
(11.32) tengsizliklar o‘rinli bo‘lsin. U holda 11.6-Teoremaga ko‘ra ixtiyoriy

x € X nuqgtada Z |lu, (x)| qator yaginlashuvchi bo‘ladi, ya’ni (U) qator

absolyut yaqlnlashuvchl
Endi (U) qatornlng tekis yaqinlashishini ko‘rsatamiz.
2 Uy (x) = s(x) va Z an = a

n=1 n=1

bo‘lsin. U holda ixtiyoriy x € X nugtada

Is(x) = s, ()] = R = [upe1(0) + upi2(x) + | <

< g1 (O] + [up 2D+ S apgr + apyz + - = oy
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi, bu yerda o,, yugorida keltirilgan (A) gatorning
goldiq gatori. 11.1-Teoremaga ko‘ra o,, qoldiqg gator n cheksiz o‘sganda nolga
intiladi. Shuning uchun ketma-ketlikning ta’rifiga ko‘ra, ixtiyoriy € > 0 son
uchun shunday N (¢) tartib ragami topiladidki, barchan > N(¢) larda 0,, < €
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tengsizlik bajariladi. Yuqgoridagi tengsizlikdan esa xuddi shunday n sonlari
uchun
IsCx) —sp(0)] < ¢
tengsizlik ixtiyoriy x € X nuqtada bajarilishi kelib chigadi. Bu esa 11.12-
Ta’rifdan (U) gatorning tekis yaqinlashishini anglatadi. «
11.28-Misol. ) nZ—Jler funksional gator R son o‘gida tekis

n=1
yaqinlashuvchi ekanlgini isbotlang.

1
< — tengsizlik orinli va Z i
n=1MN

sonli gator yaginlashuvchi (11.13-Misol). U holda Veyyershtass alomatiga
ko‘ra berilgan qgator tekis yaqinlashuvchi <

: 2 (-
11.29-Misol. n21\/ﬁ+x2
» Berilgan qator ishoralari navbatlashuvchi qator va u Leybnis

teoremasiga ko‘ra butun son o‘qida yaginlashuvchi. Bu yaginlashish shartli,

1
» Ixtiyori € R nuqtalarda
yorly x a n2+x2

funksional gator yaqginlashishini tekshiring.

chunki gator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan n§=j1 T2

butun son o‘gida uzoglashuvchi. Shuning uchun funksional gatorning tekis
yaqginlashuvchiligini tekshirishga Veyyershtass alomatini go‘llab bo‘Imaydi.
Bu holda biz ishoralari navbatlashuvchi gatorning qoldig‘i uchun 11.2-
Natijadan foydalanamiz:

gator

® (=D =" 1 1
)= X | < = < .
k=n+1VN + x Vn+1+4+x2| Vn+1+x2 Vn+1

Endi tekis yaqinlashish ta’rifiga ko‘ra [s(x) —s,(x)| =|nx)| <&
tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan n uchun N (&) chegarani topishimiz kerak. Uni
biz yuqorida hosil qilingan |, (x)]| <1/Vn+1<e¢e tengsizlikdan
aniglaymiz. Bu tengsizlikdan ixtiyoriy € > 0 soni uchun shunday N(¢) =
(¢72 — 1) topilib, barchan > N(&) uchun |s(x) — s,(x)| < ¢ tengsizlikning
bajarilishi kelib chigadi. Bu esa berilgan gatorning butun son o‘gida tekis
yaqinlashishini anglatadi. <

11.19-Teorema. Agar Zun(x) (U) va 2 vy, (x) (V) funksional

gatorlar biror X to‘plamda tekls yaginlashuvchi bo Isa, u holda ularning
Ixtiyoriy
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%o] (au, (x) + v, (x)),a,B ER (11.33)
=1

n=
chizigli kombinatsiyasi ham ana shu X to‘plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.

»(U) va (V) qatorlarning yigindisi va n — qismiy yig‘indisi mos
ravishda s(x), s, (x) va t(x), t,(x) bo‘lsin. X to‘plamdan olingan har bir x €
X nugtada (11.33) sonli gatorga aylanadi vau 11.3 va 11.4-Teoremalarga ko‘ra
yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi as(x) + St(x) qiymatga teng. (U) va
(V) qatorlar tekis yaginlashuvchi ekanligidan ixtiyoriy e/(la| + |8|) son
uchun shunday N (&) topiladiki, ixtiyoriy x € X nuqtalarda va n > N(¢)
natural sonlarda

|(as(x) + Bt(x)) = (as,(x) + fto ()| =
= la(s(x) = s, (x)) + B(t(x) = tr(X))] <

jals . 1gle
S|(;r||S(x)—sn(x)|+I,B’Ilt(x)—tn(x)l<| |+|,8| P

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu esa (11.33) qgatorning tekis yaginlashuvchi
ekanligini anglatadi. «

11.20-Teorema. Agar X to‘plamda tekis yaqinlashuvchi 2 un(x) (V)

gatorni shu to‘plamda chegaralangan v(x) funksiyaga ko° paytlrllsa hosil
gilingan gator X to‘plamda tekis yaginlashadi.

» v(x) funksiya X to‘plamda chegaralangan, ya’ni |[v(x)| < L,x € X,
hamda (U) gatorning yig‘indisi va —gismiy yig‘indisi s(x) va s, (x) bo‘lsin,
U holda (U) gatorning X to‘plamda tekiz yaginlashuvchiligidan uning bu
to‘plamda nugtaviy yaqginlashishi kelib chigadi va x € X o‘zgaruvchining aniq
bir giymatida Sonll gator hosil bo‘ladi. Sonh qatorlarning ma’lum xossalaridan

Z v(x) Uy (x) = v(x) - Z Uy (x) = v(x)s(x)
tenglikni hosil qllamlz Shuning uchun
V()G = % v6) ()| = o) — v - ¥ )| =
= [v(Olls(x) = sp ()] < Le
tengsizlik o‘rinli  bo‘ladi. Bu esa Y v(x)-u,(x) qatorning tekis
n=1

yaqinlashishini anglatadi. <
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11.21-Teorema (tekis yaginlashuvchi funksional gator yig‘indisining
uzluksizligi). Agar X to‘plamda tekis yaginlashuvchi 2 un(x) (U) gatorning

uq,(x),u,(x), ... hadlari shu to‘plamda uzluksiz bo° Isa bu gatorning s(x)
yigindisi ham X to‘plamda uzluksiz bo‘ladi.
» Qatorning s(x) yig‘indisini
s(x) = sp(x) + 1 (%)
ko‘rinishda yozib olamiz. (U) gatorning tekis yaginlashuvchiligidan n —tartib
ragamini barcha x € X uchun |r,(x)| < £/4 bo‘ladigan gilib tanlash mumkin.
U holda ixtiyoriy x, x" = x + Ax € X nuqtalar uchun

10 = 1] < [ GO] + [ G ] < =42 =2

tengsizlik o‘rinli.

s, (x) qismiy yig‘indi X to‘plamda uzluksiz bo‘lgan chekli sondagi
funksiyalarning yig‘indisidan iborat, shuning uchun uning o‘zi ham bu
to‘plamda uzluksiz bo‘ladi. Shu tufayli ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday
d > 0 son topiladiki, |Ax| < & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ax
giymatlarda [s, (x + Ax) — s,(x)| < €/2 tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bundan
esa funksiyaning uzluksizligini ifodalovchi quyidagi

|s(x + Ax) — s(x)| = |s,(x + Ax) + 1, (x + Ax) — s, (x) + 1,(x)| <

& &
< lsn(x + 8x) = s G|+ I (x +80) =R ()| < S+ 5= ¢

tengsizlikni hosil gilamiz. <

11.22-Teorema (tekis yaqinlashuvchi funksional gatorni hadma-had
integrallash). Agar [a; b] kesmada s(x) funksiyaga tekis yaqginlashuvchi
Y u,(x) (U) funksional gatorning u,(x), u,(x), ... hadlari uzluksiz bo‘lsa,

n=1

(U) gatorni ixtiyoriy [x0; x] € [a b] kesma bo‘yicha hadma-had integrallash
mumkin, ya’'ni 1xt1y0r|y X, xo [a; b] uchun

s(t)dt_ f lz u, (t)| dt = y fxun(t)dt]

n= 1 Xo
tenglik o‘rinli bo ladi. x, € [a; b] nugta ganday bo‘lishidan qat’iy nazar hosil
bo‘lgan qgator [a; b] kesmada x bo‘yicha tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
» u,(x) funksiyalar uzluksiz va (U) qator [a;b] kesmada tekis
yaqginlashuvchi bo‘lganligi uchun 11.21-Teoremaga ko‘ra gatorning s(x)
yig‘indisi ham uzluksiz va demak bu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi. s, (x)
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(U) gatorning n — qismiy Yyig‘indisi bo‘lsin. U holda qatorning tekis
yaqginlashuvchi ekanligidan ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday N (&) natural
son topilib, barcha n > N(¢) sonlarda va barcha x € [a; b] nugtalarda

1500) — 5p.(0)] < ——
—a

tengsizlining bajarilishi kelib chigadi. Oz navbatida bu tengsizlikni go‘llab
|xt|yor|y n > N(¢) uchun

fs(t)dt — fsn(t)dt
X0 X0
= x—xl<—(h—a)=¢
b—a T ph—ua
tengsizlikning bajarilishiga kelamiz. Bu esa

X

[s@®)dt = llm fsn(t)dt = llm f lz u(t)|dt =

X0

< fls(t) — s, (D)dt < f _adt =

X0

= lim 2 fuk(t)dt

n=>4®Op=1x,
yoki
fs(t)dt_ z fun(t)dt

n= 1x0

ekanligidan dalolat beradl 4

: ® -D" e .
11.30-Misol. ator yig“indisini toping.
nz=:022n+ 1(2n+1)q yig PIng

» Y (—1)"x?" funksional qator [—a;a],0 < a < 1 kesmada tekis
n=0

giymatga teng (geomatrik progressiya).

2n+1
1 qator

yaginlashadi va uning yig‘indisi Tir2

Bu gatorni hadma-had integrallashdan hosil bo‘lgan Z (— 1)”

ham [—a; ] kesmada tekls yaqlnlashadl va uning y|g|nd|5| uchun

fl

0

>dt = arctgt|g = arctgx
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x2n+1

tenglik o°rinli. Yig‘indisini hisoblash talab gilingan gator esa Z (D"

2n+1
gatorning x =1/2 nuqgtadagi giymatiga teng. Shunlng uchun
§ (-1 = arctg (1)4
n=0 22n+1(2n+ 1) 2
11.31-Misol. )] Z-T-xz funksional gatorni hadma-had integrallash

n=1
mumkinligini isbotlang.
» Funksional gatorning har bir hadi uzluksiz funksiyadan iborat va qator
1

kuchaytirilgan, chunki ixtiyoriy x uchun — va Z 2 sonli gator

n2+x?2
yaginlashuvchi. Veyyershtrass alomatiga ko‘ra berllgan funkS|onaI gator R
son o‘qida tekis yaginlashadi va 11.22-Teoremaga ko‘ra uni hadma-had
integrallash mumkin:

o X o 1 t x
dt = dt = Y —arctg—| =
f Z 2+t2] n§1£n2+t2 nglnarcgno
= ) 1arctg <

n=1"m
11.23-Teorema (funksional qatorni hadma-had differensiallash).

[a; b] kesmada yaqinlashuvchi ) u,(x) (U) funksional qgatorning
n=1
Uy (x), uy(x), ... hadlari uzluksiz uj(x),u;(x),... hosilalarga ega va bu

hosilalardan tuzilgan Y u,(x) (U’) qator shu kesmada tekis yaqinlashsin. U
n=1

holda ixtiyoriy x € [a; b] nugtada

[ )] = 5 w00

tenglik o‘rinli  bo‘ladi, ya 'ni berilgan funksional qatorni hadma-had
differensiallash mumkin.

»(U) va (U’) qatorlarning yig‘indilari mos ravishda s(x) va v(x)
funksiyalar bo‘lsin. U holda 11.22-Teoremaga ko‘ra ixtiyoriy x, x, € [a; b]
nugtalar uchun

[vode= [ [ £ uo]ac= £ une-

_xo

216



= Zl[un(X) — Un(x0)] = Z un(x) 2 un(xo) = s(x) — s(xo)
n=
tenglik o‘rinli bo‘ladi. v (x) funk5|ya 11. 21 -Teoremaga ko‘ra uzluksiz.

Shuning uchun
X

Jv(@®)dt = s(x) = s(xo)
X
tenglikni differensiallasak ’

[fxv(t)dt] = s'(x)

X0
ya’ni v(x) = s'(x) va demak

[ )] = 500

tenglikni hosil qilamiz. <«
11.32-Misol z +i +i b b ator igindisini
: isol. = + 5 + 3 q yigindisini

371

hisoblang.

» Y e™ funksional gatorni garaymiz. Bu gator ixtiyoriy x € R nugtada
n=0
musbat hadli gator bo‘ladi va u (—oo; 0) oraliqda yaqinlashadi. Ixtiyoriy x €

(—o0;0) nugtada ) e™ = (cheksiz  kamayuvchi  geometrik
n=0

1
T 1—eX

progressiya). Uning hadlarining hosilalaridan ) ne™ qatorni tuzamiz va u
n=0

(—oo0; ), @ < 0 oraliqda tekis yaginlashishini ko‘rsatamiz. Dastlab ) ne™®
n=0
sonli gatorni garaylik. U yaginlashuvchi, chunki Dalamber alomatiga ko‘ra
u n+ 1)etha 1
lim gy ) = lim (1+E>e“=e“<1.

n-+o0o U, n—-+oo nena n-+oo

x < a bo‘lganda ne™ < ne™™ va Y ne™ sonli qgator yaginlashuvchi,
n=0

shuning uchun Y ne™ funksional qator kuchaytirilgan. U holda

n=
Veyyershtrass alomatiga ko‘ra bu gator (—oo; @), < 0 oraligda tekis

217



yaginlashadi. Shuning uchun ) e™ funksional gatorga 11.23-Teoremani
n=0
go‘llash mumkin:

i n=0 n=0
YOKI

( § e”x>’ = ( 1 ) = e = %o: ne™

n=0 1—e* 1—-e* 450 .

Shunday qilib,
(0/e] ex
nx —
nz=:0ne (1- ex)Z'

Agar bu tenglikda x = —In3 = ln% deb olsak, chap tomonda yig‘indisi

hisoblanishi talab gilingan ) % gatorni hosil gilamiz. Shuning uchun
n=0
®© n el 3
Y o= =12

sonli gator yig‘indisi bo‘ladi. <«
11.8. Darajali gatorlar

11.14-Ta’rif. Darajali gator deb
ag + a1 x + ax? + -+ ax"+ - = Y a,x" (11.34)
n=0

yoki
ag + a;(x —xg) + ay(x —xg)* + -+ ap(x —xp)" + - =
= Y a,(x —xx)" (11.35)

n=0
ko‘rinishdagi funksional gatorlarni datajali gator deb ataymiz, bu yerda

ap, a41,ay, ..., Ay, ... Nagigqiy (yoki kompleks) sonlar bo‘lib, ular (11.34) va
(11.35) darajali gatorlarning koeffisiyentlari deb ataladi, x € R — haqiqiy
o‘zgaruvchi.

(11.34) qgator x =0 nugtada, (11.35) gator esa x = x, nuqgtada
yaqginlashadi va ularning yig‘indisi a, giymatga teng. (11.35) gatorda x — x,
ifodani x bilan almashtirilsa (11.34) gator hosil bo‘ladi. Shuning uchun biz
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(11.34) ko‘rinishdagi darajali gatorlarni garash bilan chegaralanamiz va ularga
nisbatan olinadigan barcha natijalar (11.35) gator uchun ham o‘rinli. Bundan
tashqgari ayrim formulalarni (11.35) gator uchun ham alohida keltiramiz.

11.24-Teorema (Abel). Agar Y a,x™ (A) gator biror x =x; # 0
n=0

nugtada yaqginlashsa, u holda u |x| < |x;| tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha x nugtalarda absolyut yaqginlashadi; agar (A) gator biror x = x,
nuqtada uzoqglashsa, u holda u |x| > |x;| tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
x nugtalarda uzoqlashadi.

» (A) qator x = x; # 0 nuqtada yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda gator
yaginlashishining zaruriy shartiga ko‘ra lim a,x{§ = 0 bo‘ladi. Bundan esa

n—+4oo

a,xy migdorning chegaralanganligi, ya’ni shunday M > 0 son topilib, barcha
n uchun |a,x§| < M tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi.

x| < |2 botlsin, u holda g = ‘%‘ < 1 boladi. Demak,

n x™
| = —

<M-qg"n=01.2,..,

ya’ni (A) qator barcha hadlarining absolyut giymatlari cheksiz kamayuvchi
geometrik progressiyaning mos hadlaridan katta emas. Shuning uchun (A)
gator 11.6-Teoremaga ko‘ra absolyut yaginlashuvchi.

(A) gator x = x, nugtada uzoqlashuvchi bo‘lsin. Faraz qilaylik gator
biror x nugtada yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda yuqorida isbotlaganimizga
ko‘ra gator x = x, nugtada yaginlashuvchi bo‘lishi kerak, chunki |x,| < |x]|.
Bu esa teorema sharti bo‘yicha gatorning x = x, nuqtada uzoqlashuvchi
ekanligiga ziddir. <

Abel teoremasidan shunday muhim xulosani chigarish mumkin: har
ganday darajali gator uchun shunday R = 0 soni mavjudki, bunda

a) barcha |x| < R nuqtalarda (A) gator absolyut yaginlashadi;
b) barcha |x| > R nuqtalarda (A) gator uzoglashadi;

|lanx™| = lazxg]|-

X0

C) x = +R nuqgtalarda mos ) a,R™ va ) a,(—R)™ sonli qatorlar
n=0 n=0
yaqginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

R = o Dbo‘lsa, (A) gator son o‘gining ixtiyoriy x € R nuqtasida
yaqginlashadi. R = 0 bo‘lsa, gator fagat x = 0 nuqgtadagina yaqginlashadi.
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11.15-Ta’rif. Z a,x™ (A) darajali gatorning yaqinlashish oralig‘i deb,

shunday (—R;R), R > 0 oraligga aytiladiki, bunda barcha x € (—R;R)
nuqtalarda gator absolyut yaginlashadi, |x| > R tengsizlikni ganoatlantiruvchi
x nugtalarda esa gator uzoglashadi. R soni darajali gatorning yaginlashish
radiusi deb ataladi.

Darajall gator yaqginlashish radiusini hisoblash usullarlnl ko‘rsatamiz.

2 la,||x™| darajali gatorning yaginlashish radiusi 2 a,x™ darajali

n=0 n=0

gatorning radiusi bilan bir xil bo‘ladi. Shuning uchun musbat hadli
gatorlarning xossalaridan foydalanish mumkin.

Y. |a,||x™| musbat hadli gator uchun Dalamber alomatini qo‘llaymiz:

n=0
+1
. Un+1 . an+1xn . An+1
lim = lim = |x| lim
n—+oo | U, n—+oo Apx™ n-+oo | a,
Agar so‘ngi limit mavjud bo‘lsa, gator yaginlashishi uchun
. An+1
|x| - lim <1
n—-+oo aTl
yoki
x| <
X1 lim An+1
n-+o |l Qn
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi kerak. Shuning uchun
1 : a
R = = lim [-—& (11.36)
| ntl n-+oo [Ap41
n—>+oo

bo‘ladi.
Xuddi shu singari, agar lirP Y/la,| limit mavjud bo‘lsa, Koshi
n->+oo

alomatini go‘lab, darajali gator yaginlashish radiusi uchun

1
n—»+oo

tenglikni hosil gilamiz.

Y a,(x —x9)" ko‘rinishdagi gatorning ham yaginlashish radiusi
n=0

(11.36) yoki (11.37) tengliklar bilan aniglanadi. Fagat bu holda yaginlashish
oralig‘i (x, — R; xy + R) ko‘rinishda bo‘ladi.
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(0]

11.33-Misol. ) n_lz (x — 1)™ gatorning yaqginlashish sohasini toping.

n=1
» Buyerdax, = 1vaa, = 1/n%, a,.; = 1/(n + 1)%, u holda
| 9n . 1/n? . (n+1)
R = lim = lim = lim —= =
n-+o (@, ¢ n->+ol/(n+1)2 n-ot+o n?

1 2
= lim (1+—) = 1.
n—-+oo n
Shuning uchun berilgan gator (1 — 1; 1 + 1) = (0; 2) oraligda yaginlashadi.
Endi oraligning chetki nuqtalarida gator yaginlashishini tekshiramiz. x =

o —1\n
0 bo‘lsa, ishoralari navbatlashuvchi ) ( nlz) gator hosil bo‘ladi va absolyut
n=1

yaqginlashuvchi, chunki hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan ) n_lz
n=1

gator yaginlashuvchi (11.13-Misol). x = 2 bo‘lsa, yana yaqinlashuvchi ) iz
n=1
musbat hadli gator hosil bo‘ladi.
Shunday gilib, berilgan darajali gatorning yaginlashish sohasi [0; 2]
kesmadan iborat ekan. «
0 2
11.34-Misol. ) xS—T:l(X) gatorning yaginlashish sohasini toping.
n=1
» Maskur gatorda x o‘zgaruvchining toq darajalari yo‘q. Shuning uchun

y = x? deb, gator ko‘rinishini o‘zgartiramiz. U holda Y’ é’—z (Y) qator hosil
n=1

bo‘ladi va bu yerda a,, = 1/3™. Hosil bo‘lgan (Y) gatorning yaginlashish

yaginlashish radiusini aniglash uchun (11.37) formuladan foydalanamiz:

1 n
R = = lim /3" = 3.

lim Yla,] e

n—-+oo

Demak (Y) qator (—3; 3) oraligda yaginlashar ekan. y = x? tenglikdan x =
+./v va bundan (X) gator uchun (—/3; v/3) yaginlashish oralig‘ini topamiz.
Oraligning chetki nuqtalarida gator yaginlashishini tekshiramiz. x = ++/3

2n
® (+ : :
nugtalarda (—‘g) =1+4+1+--+1+ - uzoqglashuvchi gator hosil
n=1

bo‘ladi. Shuning uchun berilgan darajali gatorning yaginlashish sohasi
(—V/3; V/3) oraligdan iborat bo‘ladi. <
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11.25-Teorema. Z a,x™ (A) darajali gatorning s(x) yig‘indisi uning

(—R;R),R>0 yaqlnlashlsh oralig‘ida uzluksiz funksiya bo‘ladi.

» Ixtiyoriy [—r;7] € (—R; R) kesmani olamiz. r nuqta (A) darajali
gatorning yaginlashish oralig‘iga tegishli bo‘lganligi sababli Y |a,r"|

n=0

musbat hadli gator yaginlashuvchi bo‘ladi. Bundan tashqari ixtiyoriy x €
[—7; 7] nugtada |a,x"| < |a,r™| tengsizlik o‘rinli, ya’ni (A) qator [—r; 7]
kesmada kuchaytirilgan. (A) gatorning a,x™ hadlari bu kesmada uzluksiz
bo‘lganligi uchun 11.21-Teoremaga ko‘ra gatorning s(x) yig‘indisi [—r; 7]
kesmada uzluksiz bo‘ladi. O‘z navbatida [—7;r] € (—R; R) kesma ixtiyoriy
ekanligidan, s(x) yig‘indi (—R; R) oraligning ixtiyoriy nuqgtasida uzluksizligi
kelib chiqadi. «

11.26-Teorema. Yig‘indisi s(x) bo‘lgan 2 a,x™ (A) darajali gatorni

uning (—R; R), R > 0 yaqinlashish oralig‘ida hadma had integrallash mumkin
va hadma-had integrallashdan hosil bo‘lgan gatorning yaginlashish radiusi
ham R soniga teng. Bunda ixtiyoriy x € (—R; R) nuqgta uchun

X X [o'e) [o'e) [e'e]

[sdt = [ (z ant”> dt = (f ant”dt> g A n1

0 0 \n=0 n= 0 n=on +1
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

» Bu yerda ham ixtiyoriy [—7;7] € (—R; R) kesmani olamiz va bu
kesmada (A) gator kuchaytirilgan bo‘ladi. 11.22-Teoremaga ko‘ra (A) gatorni
[—7;r] kesmada hadma-had integrallash mumkin va natijada teoremadagi
tenglik hosil bo‘ladi.

Endi hadma-had integrallashdan hosil bo‘lgan Z x™*1 gatorning

+1
yaqinlashish radiusini (11.36) formulaga ko‘ra topamlz
a,/(n+1) - on+2
1m

Ans1/(m + 2)  noton 41
- n+2 an an

= lim lim
n-+oon+1 n-o+ow

Rl_l =

n—-+4oo

An+1

= R.

= lim
n—+4oo

An+1 An+1

Agar lim

n-+o | Apt1
isboti singari bajarish mumekin.

limit mavjud bo‘lmasa, isbotni Abel teoremasining
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[—7;r] kesma ixtiyoriy ekanligidan, gatorni (—R;R) yaginlashish
intervalida hadma-had integrallash mumkinligi kelib chiqadi «

11.27-Teorema. Yig‘indisi s(x) bo‘lgan 2 a,x™ (A) darajali gatorni

uning (—R; R), R > 0 yagqinlashish oralig* |n|ng |xt|yor|y nugtasida hadma-
had differensiallash mumkin va hadma-had differensiallashdan hosil bo‘lgan
gatorning yaginlashish radiusi ham R soniga teng. Bunda ixtiyoriy x €
(—R; R) nuqgta uchun
s'(x) = ( y anx”> = Y nax™?!
n=0 0
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
P Teoremaning isboti 11.26-Teorema isboti singari bajariladi. <

11.35-Misol. ¥ x2"*1/(2n + 1) gatorning yaginlashish sohasini va bu
n=1
sohada uning s(x) yig‘indisini toping.
» Qatorni ko‘rinishini o‘zgartiramiz:
o x2n+1 00 x2n 0 (xZ)n
Zondl CZamr1 “Ea+t
Demak a, =1/(2n+1), a,+1 =1/(2n + 3) va qatorning Yyaqginlashish
radiusi

R 1 a .. 1/@n+1)  (@n+3)
Tontwa,,, notwl/(2n+3) note(2nt+l)
bo‘ladi, ya'ni berilgan darajali qator x? <1 yoki —1 < x < 1 bo‘lganda
yaqginlashadi. x = +1 nugqtalarda hosil bo‘lgan sonli gatorlar uzoglashadi.
Endi berilgan darajali gatorning yig‘indisini topamiz. Buning uchun

x? +x*+ -+ x™ + - darajali gatorni garaymiz. |x| < 1 bo‘lganda qator
2

cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya sifatida 1:C2

funksiyaga tekis
yaginlashadi. Uni [0;x] € (—1;1) kesmada hadma-had integrallasak

yig‘indisini topish talab gilingan Y x?"*1/(2n + 1) qator hosil bo‘ladi.
=1

n=
Shuning uchun 11.26-Teoremaga ko‘ra

%0: x2n+1 _ %0: (ftzndt>=f<§t2n>dt=
0 0

n=1 27’l + 1 n=1 n=1
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X 2 X
=01—t2dt=_{( 1_t2>dt=—x+arcsinx.
Shunday gilib, berilgan § x2"*1/(2n + 1) darajali gator (—1;1) oraligda
s(x) =—x+ arcsin X fuggiyaga tekis yaqinlashar ekan. <

11.36-Misol. Z x™ /n gatorning s(x) yig‘indisini toping.

»(—1;1) orallqda bu gator tekis yaqginlashadi. Shuning uchun uni bu
oraligda hadma-had differensiallash mumkin:

(£2) -5 - 5o
_ = _ = b — .
n=1 N n=1\1N n=0 1—x

Tenglikning ikkala tomonini [0; x], —1 < x < 1 kesmada integrallaymiz va

natijada qidirilayotgan yig indini topamiz
s(x) = f ( > t")dt = f —dt =—In(1—-x). <«

11.28-Teorema. Yig‘indisi s(x) bo‘lgan Z a,x™ (A) darajali gatorni

uning (—R; R), R > 0 yagqinlashish oralig‘ining |xt|yor|y nuqgtasida ixtiyoriy
tartibda hadma-had differensiallash mumkin va hadma-had differensiallashdan
hosil bo‘lgan gatorlarning yaqginlashish radiuslari ham R soniga teng. Bunda
Ixtiyoriy x € (—R; R) nugtava k = 1,2, ... uchun

oo k)

s®(x) = ( y anx”) = Ynn—-1)..(n—k+Da,x"*
n=0 n=0

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

»11-27-Teoremaga ko‘ra (A) gatorni uning (—R;R),R>0
yaqginlashish oralig‘ining ixtiyoriy nuqgtasida hadma-had differensiallash
mumkin va hosil bo‘lgan gator (—R;R) oraligda s'(x) funksiyaga tekis
yaginlashadi. Shuning uchun hadma-had differensiallash amalini ixtiyoriy
marta takrorlash mumkin. Bu esa teorema tasdig‘ining to‘g‘riligini

anglatadi. <

11.37-Misol. Qator yig‘indisini toping: Z (-1 @.
n=1

» Maxraji (—x?2) bo‘lgan Z (—x?)™  geometrik progressiyani
n=0
garaymiz. Bu darajali gator ixtiyoriy (—r;r) < (—1;1) oraligda s(x) =
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1 1
Z(’C)_1(x2) 1+x2

uchun uni ikki marta hadma-had dlfferen3|allaym|z

s'(x) = <nz=:o(_x2)n> = Z (—1)"2nx?n1 =

n=1

funksiyaga tekis yaginlashadi. Shuning

(1N 2x
B <1+x2) T (1 +x2)?
S”(X) = ( gl(_l)nzann—1> — gl(_l)nzn(zn _ 1)X2n_2 —

co ! 2 _
=2 (-1)"n(2n — Da?"2 = (——Zx ) = -2

ne1 (14 x2)? (1 + x2)3’
Bu yerda Y (—1)"n(2n — 1)x?™"2 gatorning x = 1/2 nuqtadagi yig‘indisi
n=1
izlanayotgan sonli gatorning yig‘indisiga teng'
- 2n-2
ngl(—l)”n(Zn - 1) (—) Z (—1D)™(2n - 1) 22n > =
n(Zn - 1)
Z DT
Ikkinchi tomondan
”(1>_ 6x% — 2 32
" \2) T @ a®3| 1 125

N

U holda

n2n—-1) 1 ”(1)2_ 16
2

— n— — -
Z (=1 -2 125
qiymatni hosil qllamlz <
11.9. Teylor va Makloren gatorlari

Biz Ill bobda agar f(x) funksiya x = a nuqgtada va uning biror atrofida
n + 1 tartibli va ungacha bo‘lgan barcha tartibli hosilalari mavjud bo‘lsa,
n —tartibli
n £&) (n+1) —
T ( Dy _ gy 4 L@+ 0G—0))
k=0 (Tl + 1)'
Teylor formulasini h03|l qgilgan edik. Bu yerda

(x — a)n+1
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n f(k) (@)

)) (x — a)"
k=0 k!
yig‘indi Teylor ko‘phadi va oxirgi
fMV(a+6x—-a)) et
R,(x) = CEEN x—a)",0<0<1

had Lagranj shaklidagi goldiq hadi deb ataladi.

Agar f(x) funksiyaning x = a nugtada va uning biror atrofida ixtiyoriy
tartibli hosilasi mavjud bo‘lsa, bu atrofdan olingan ixtiyoriy x nuqtada
limR 2(x) =0 bo‘ladi. Shuning uchun yuqgorida keltirilgan Teylor

formula3|dan f(x) funk3|yan|ng (x —a) |fodan|ng darajalari bo‘yicha

(k)
f(x) = f(a) + f( LD —qy4 = 3 L @—ayk (1139)

|
k=0 k!

yoyilmasini hosil gilamiz.
11.16-Ta’rif. f(x) funksiya x = a nuqtada va uning biror atrofida
Ixtiyoriy tartibli hosilalari mavjud bo‘lsin. U holda f(x) funksiyani
° f(")( )
flx) = Z (x — a)"

=0

(k)
ko‘rinishda tasvirlash uni Teylor gatoriga Yyoyish, Z ! ()(x a)¥

gatorning o‘zi esa f(x) funksiyaning x = a nuqtadagi Teylor gatori deb
ataladi.

Agar a =0 bo‘lsa, f(x) funksiyaning Teylor gatoriga yoyilmasi
Makloren gatori deb ataluvchl quyldagl

w (k)
FGO) = £(0) + f Dy £ 1(,0) 2y= 3 L Oy (1139)

ko‘rinishni oladi.
11.29-Teorema. f(x) = Z c,(x —a)™ (C) darajali gator biror (a —

R;a+ R) oraliqda f(x) funk3|yaga yaqginlashsin. U holda bu qator Teylor
qatori, ya’'ni

P

n—  nl

(11.40)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
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» (C) tenglikda x = a giymatni beramiz va natijada ¢, = f(a) tenglik
hosil bo‘ladi. So‘ngra (C) tenglikni hadma-had n marta differensiallaymiz:

f(n)(x) =nlc, +(711'—'1)!Cn+1(x —a) +wcn+z(x —a)* +

Bu yerda ham x = a giymatni berib £ (a) = n!c, tenglikni va bundan
(11.40) tenglikni hosil gilamiz. <

oo (k)
f(x) funksiyaning Y ! ()(x a)* Teylor qatori gachon
k=0

yaqginlashuvchi bo‘ladi va u yaginlashuvchi bo‘lsa, f(x) funksiyaga
yaginlashadimi degan tabiiy savol tug‘iladi. Bu savolga quyidagi teorema
javob beradi.

(k)
11.30-Teorema. f(x) funksiyaning Z ! ( )(x a)* Teylor gatori x

nugtada f (x) giymatga yaginlashishi uchun qatornlng R, (x) qoldiq hadi n —
oo bo‘lganda nolga intilishi, ya’ni lim R,,(x) = 0 tenglikning o‘rinli bo‘lishi

n—oo

zarur va yetarli,

o (k)
f (a) (x —

» Zarurligi. ) a)® Teylor gatori x nuqtada f(x)
k=0

qiymatga yaqinlashsin, ya’ni lims,(x) = f(x). Bu yerda n —qismiy s, (x)
n—oo
yigindi
n 0
sa(0) = T
k=0 -
Teylor ko‘phadidan iborat. U holda
lim R, (x) = lim [£(x) = (0] = Im [£(0) = 5, (0] =
=f(x) — lims, (x) = f(x) — f(x) = 0.
Yetarliligi. lim R,,(x) = 0 bo‘lsin. U holda
n—->00
lims,(x) = limB,(x) = lim[f(x) — R,(x)] = f(x) — limR,,(x) =
n—->00 n—>00 n—>00 n—>0o
=f(x)—0=f(x). <
Funksiyani darajali gatorga yoyish mumkinligining amaliyotda go‘llash
qulay bo‘lgan yetarli sharti quyidagi teoremada keltirilgan.
11.31-Teorema. f(x) funksiya (a —R;a+ R) oraliqda ixtiyoriy
tartibli hosilaga ega va shunday M > 0 soni topilib, barchax € (a — R;a +

(x — a)* = Py (x)
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R) nugtalarda va barcha n natural sonlarda |f ™ (x)| < M tengsizliklar o‘rinli
bolsin. U holda f(x) funksiya (a — R;a + R) oraligda Teylor gatoriga
yoyiladi:

o £M)
fo = 3 L0190

(x —a)™
k=0

»11.30-Teoremaga ko‘ra limR,(x) = 0 tenglikning bajarilishini
n—oo

ko‘rsatish yetarli. Teorema shartidan

. _|f™* Y@+ 6(x—a))
lim |R, ()| = lim D] (x —a)™| <
(x _ a)TH'l (x _ a)TH'l
< limM - =M-li
=200 T D) oo | (n + 1)!

tengsizlini  hosil gilamiz. Ko‘rinib turibdiki lim R, (x) = 0 tenglikni
n—>00

—qn+1
ko‘rsatish uchun lim % = 0 ekanligini ko‘rsatish yetarli. Buning
n—-oo .
 |lx—ayntl : :
uchun Y, TR gatorni garaymiz. Bu gator uchun
k=0 -
|x _ a|n+2
Gt @ADL - a™P et D
n-oo Uy noowo |[x —a|®!  n-sw|x — a|?1(n + 2)!
(n+ 1)!
1
= |x —al- lim =0<1
n-oon + 2

tengsizlik o°rinli. U holda Dalamber alomatiga ko‘ra bu gator butun son o‘gida
gator yaginlashuvchi. Shuning uchun gator yaginlashishining zaruriy shartiga
ko‘ra
. _x—a™?
Lt = 0 G D
va demak rlll_r)rolo R,,(x) = 0 bo‘ladi. «

Ayrim elementar funksiyalarni Makloren gatoriga yoyish.

1. f(x) =e”.

Bu funksiya ixtiyoriy (—R; R) oraliqda barcha tartibli hosilalarga ega va
bu hosilalar uchun

If ™ (x)| = e* <eR,n=0,12,..
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tengsizliklar o‘rinli. Shuning uchun 11.31-Teoremaga ko‘ra f(x) = e*
funksiya ixtiyoriy (—R; R) oraliqda va demak butun R son o‘gida Makloren
gatoriga yoyiladi. Bundan tashgari f™(0)=e®=1. U holda bu
funksiyaning Makloren gatori

2 X

X o xN
e =1+x+o-+ ot —to=F —
n=0 n

2! n!
ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu gatorning yaqginlashish radiusi
1

- |
R = lim —% = lim —®%— = Jim (n+ DY lim (n + 1) = 4oo.
n->0Upyq N2 ; n-—oo nl! n-oo
(n+1)!
2. f(x) =e™™ .
e* funksiyaning yoyilmasida x o‘rniga —x ifodani qo‘yib
2 x3 x™ 00 x"
—x — n n
=1 x+2' 3'+ -+ (= 1) + szo( 1) oy
Makloren gatorini hosil gilamiz.
3. f(x) = sinx.

Bu funksiya butun R son o‘qida ixtiyoriy tartibli hosilaga ega va ular
nm
M (x) = si — =
f(x) = sin (x + > ),n 1,2, ..

tengliklar bilan aniglanadi. Hosilalarning x = 0 nuqtadagi giymatlari esa
0 n = 2k;
(n) = ! ! =

tengllknl ganoatlantiradi. Shunday qilib, f(x) = sinx funk3|yan|ng Makloren
2n—1

gatori 2 (-1 xn_l), ko‘rinishda bo‘ladi. Bu funksiya butun R son
n=0 )

o‘gida ixtiyoriy tartibli hosilaga ega va bu hosilalar |[f™(x)| <1
tengsizliklarni ganoatlantiradi. Shuning uchun 11.31-Teoremaga ko‘ra f (x) =

sin x funksiya R son o‘qida Makloren gatoriga yoyiladi:
x3 x5 2n-1

N T P R |
sinx = x +5' o4 (—1) (2n—1)!+

2n-1

- Y ()"l xeR
n=0 (2n —1)!

Bu gatorning yaqginlashish radiusi R = +oo bo‘ladi.
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4. f(x) = cosx.
f(x) = sin x funksiyaning Makloren gatorini hadma-had differensiallab
f(x) = cos x funksiyaning Makloren gatorini hosil gilamiz:
x2 X4 2n

— o - . _ n
cosx =1 2'+4' o4 (—1) (2n)!+

2n
— n
= ¥ 1) Ol
5. f(x) = chx, f(x) = shx giperbolik kosmus va giperbolik sinus.
Bu funksiyalar chx = (e* +e7)/2; shx = (e* — e™)/2 tengliklar
bilan aniglanadi. Shuning uchun e* va e™ funksiyalarning yoyilmalarini
hadma-had qo‘shib va ayirib

, X € R.

N S A S o X R:
—_ J— J— cee =™ E
X = 21 41 (2n)! 2o 2m)!" ™
x3 x5 x2n+1 Foe) x2n+1
hx=x+ o+ g+ to——=t= ¥ o ——,xER
S =X 51 2n+ 1)! L Cn+ Dl

Makloren qatorlarlnl hosil gilamiz.

6. f(x) = (1 + x)%, bu yerda a —ixtiyoriy hagigiy son

Bu funksiyani Makloren qatoriga yoyish uchun uning quyida
keltiriladigan muhim bir xossasidan foydalanamiz:

F100 = (1 + 09 = a(l +x)%1 = “% = f S?c

1+x)f"(x) = af (x). (11.41)

Endi bevosita berilgan funksiyaning Makloren gatorini tuzamiz. Faraz

yoki

gilaylik bu funksiya f(x) = (1 + x)* = Y. c¢,x™ Makloren gatoriga yoyilgan
=0

bo‘lsin. ¢,, —hozircha noma’lum koefﬁsiygntlar va biz ularni topamiz. Buning
uchun bu gatorni hadma-had differensiallaymiz

flx) = Z conx™t.
f(x) va f'(x) funksiyalarning Makloren gatorlarini  (11.41) tenglikga
go‘yamiz:
(1+x) Z conx™ =« Z Cpx™
n=1 n=
yoki
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o [nc, + (n+ Dcppqlx™ = Y ac,x™
n=0 n=0
So‘ngi tenglikda x o°zgaruvchining bir xil darajalari oldidagi
koeffisiyentlarni tenglashtirib
C1 = acCy,
1+ 2¢c, = acy,
2¢, + 3¢3 = acy,

(n—1)c,_q1 + nc, = acy_q,

rekurient tenglamalar sistemasini hosil gilamiz va uning tenglamalarini ketma-
ket yechamiz:

1 = aCO,
(=1 (a—Dac
A T
_(@=2); (a—-2)(a—Dacy (a—2)(a—Dac
BT T3 20 3] '
_(@a—-n+1epy (@—n+1)(a—n+2)..ac
n = on B n! '
(1+x)%= Y c,x™ tenglikga x = 0 giymatni bersak c, = 1 giymatni

n=0
hosil gilamiz. Bu hosil gilingan giymatni yuqoridagi tengliklarga qo‘yamiz va
unda ketme-ket noma’lum c,, koffisiyentlarni topamiz:
1 = Q,
ala—1)

Cal@—1) . (@—n+1)

“n n!

c, koeffisiyentlarning bu topilgan giymatlarini (1 + x)¢ funksiyaning
Makloren yoyilmasiga go‘yib

(1407 = 1+n%;a(a—1) ...n(!a—n+1)xn
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tenglikni hosil gilamiz. Hosil gilingan qator binomial gator va uning
koeffisiyentlari binomial koeffisiyentlar deb ataladi. Bu gatorning yaginlashish
radiusini topamiz:

ald—1)...(a—n+1)

T T n! _

R_Al—pc}o Crit _1111—1;1(30 ala—1)..(a—n+1D(a—n)|
(n+1)!

_ nmn+Da(ea—1)..(a—n+1) _ (n+1)]

" b n-a(a—1)..(a—n+1)(a—n) = b (a —n)|

Shunday qilib binomial gator (—1; 1) oraligda yaginlashar ekan. Uning
oraliq chegaralarida yaginlashishini tekshirishni o‘quvchiga havola gilamiz.
Bu gator uchun muhim xususiy @« = —1 bo‘lganda binomial gator

1
T e l—x+x>—x>+-+ (D" +-,xe(-11)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglikda x o‘rniga —x go‘ysak
1
LT l+x+x*+x3+-+x"+-,xe(-11)

binomial gatorni hosil gilamiz.
7.f(x)=In(1+x),x > —1.

X

Bu funksiyaning Makloren qatorini hosil gilish uchun fl%—tdtz
0

1
In(1 + x) tenglikdan foydalanamiz, ya’ni Trt funksiyaning binomial
yoyilmasini [0; x], x € (—1; 1) kesmada hadma-had integrallaymiz:
X

In(1+x)=/(A—-t+t2—t3+ -+ (1) + - )dt
0

yoki
x? x3 x* x"
In(1 X — et — et (D)4 x € (=15 1).
n(-+x) x-2+3 7t +()n+'x(')
Bu tenglikda x o‘rniga —x gqo‘ysak
x? x3 x* x"
n(l-x)=—x—-——-"—7F——"F—+——— x € (—1;1).
2 3 4 n ’ ’

Makloren gatorini hosil gilamiz.
In(1 + x) funksiyaning Makloren qatoridan In(1 — x) funksiyaning
gatorini hadma-had ayirsak
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1—x 3 5
yana bir Makloren gatorini hosil gilamiz.
11.10. Furye gatorlari

1+x x3 x5
In =2({x+—=+—+- |, x€(-1;1)

Radiotexnika, elektronika, avtomatik boshqgarish nazariyasi va boshga
shunga o‘xshash faoliyat turlarida uchraydigan, ma’lum vaqt oraliglarida
takrorlanuvchi davriy jarayonlarni ifodalovchi davriy funksiyalarni darajali
gatorlarga emas, balki trigonometrik gatorlar deb ataluvchi gatorlarga yoyish
magsadga muvofiq bo‘ladi.

Davriy funksiyalarga Il bobda ta’rif bergan edik. Shu ta’rifni eslatib
o‘tamiz.

11.17-Ta’rif. X € R to‘plamda aniqglangan f(x) funksiyaning davri
deb, shunday T > 0 songa aytiladiki, bunda ixtiyoriy x € X nugta uchun
(x —T,x + T) € X munosabat va

f+T)=fx—-T) = f(x) (11.42)
tenglik oriinli bo‘ladi.

Davrga ega bo‘lgan funksiyani davriy funksiya, (11.42) tebglikni
ganoatlantiruvchi T sonlarning eng kichigiga esa f (x) funksiyaning davri deb
ataymiz.

11.18-Ta’rif. Trigonometrik gator deb
a
70 + a, cosx + b, sinx + a, cos 2x + b, sin2x + -+ a,, cosnx +

+b, sinnx + - =ay/2 + Y, (a,cosnx + b, sinnx) (11.43)
n=1
ko‘rinishdagi funksional gatorga aytiladi, bu yerda ay, aq, by, ... o‘zarmas
sonlar (11.43) trigonometrik gatorning koeffisiyentlari deb ataladi.
a, Vva b, koffisiyentlarni hisoblashdagi bir xillikni saglash magsadida
(11.43) formulada ozod ahad a, /2 ko‘rinishda yozilgan.
(11.43) trigonometrik gatorning s, (x) gismiy yig‘indilari trigonometrik
sistema deb ataluvchi
1,cosx,sinx,cos2x,sin 2x, ...
funksiyalar sistemasidan olingan funksiyalarning chizigli kombinatsiyalaridan
iborat. (11.43) qatorning hadlari davri 2@ bo‘lgan davriy funksiyalar
bo‘lganligi uchun, agar gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning s(x) yig‘indisi ham
davri T = 2m bo‘lgan davriy funksiya bo‘ladi:
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s(x + 2m) = s(x),x € (—o0; +00).
11.18-Ta’rif. Davri 2x bo‘lgan f(x) funksiyani (11.43) trigonometrik
gatorga yoyish deganda yig‘indisi f (x) funksiyaga teng bo‘lgan trigonometrik
gatorni topish tushuniladi.
Bizga kerak bo‘ladigan ba’zi formulalarni keltiramiz:
A

sinnx

T
f cosnx dx = | =0 (n#0) (11.44)
gt _
T T
ixtiyoriy n uchun [ sinnx dx = — Coinx| =0  (11.45)
“ -7

Y[ T
[ cosmx - cosnx dx = 5 (f cos(m + n)x + cos(m — n)x) dx =
-7t -t

(0 (m=#n),
_ {n i (11.46)
T
[ sinmx - cosnx dx =
—T1T
T
%( [ sin(m + n)x + sin(m — n)x) dx =0, (11.47)
T T 1 VA
[ sinmx - sinnx dx = > ( [ cos(m —n)x — cos(m + n)x) dx =
—T1r —Tr
(0 (m=#n),
= {n o (11.48)

Shunday qilib, (11.44)-(11.48) tengliklarga ko‘ra yugorida kiritilgan
1, cosx,sinx,cos 2x,sin 2x, ...
trigonometrik sistemaga kirgan ixtiyoriy ikkita funksiya ko‘paytmasining
uzunligi 2t bo‘lgan kesma bo‘yicha olingan aniq integrali nolga teng, ya’ni bu
sistema ortoganallik xossasiga ega ekan.

Endi asosiy masalani go‘yamiz.

Davri 2 bo‘lgan f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Qanday shartlar
bajarilganda f(x) funksiyaga yaginlashuvchi (11.43) Kko‘rinishdagi
trigonometrik gatorni topish mumkin?

11.32-Teorema. [—m; ] kesmadan olingan ixriyoriy x uchun

fx) =ay/2+ Y (a,cosnx + b, sinnx) (11.49)

n=1
tenglik o°rinli bo‘Isin va bunda tenglikning o‘ng tomonidagi gator bu kesmada
tekis yaqginlashsin. U holda
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1 T

— [ f(x)cosnxdx (n=0,1,2,...),
”—ﬂ (11.50)
= ff(x) sinnxdx (n=1,2,..)

-1
tengliklar o°rinli bo‘ladi.

» Tcorema shartiga ko‘ra (11.49) tenglikning o‘ng tomonidagi gator
[—m; ] kesmada tekis yaqginlashadi. Bu esa 11.21-Teoremaga ko‘ra f(x)
funksiyaning uzluksizligini va demak integrallanuvchiligini ta’minlaydi.
Bundan tashgari 11.22-Teoremaga ko‘ra (11.49) gqatorni hadma-had
mtegrallash mumeKin:

ff(x)dx—— ff(x)dx+ Z (anfncosnxdx+bnfnsinnxdx)

-TT -1t

yok|
J f()dx = aom,

ya’ni (11.50) formulalarning birinchisi n = 0 hol uchun kelib chigadi.
(11.49) tenglikni navbatma-navbat cosmx va sinmx funksiyalarga
ko‘paytiramiz. Hosil bo‘lgan qatorlar ham [—m; ] kesmada tekis
yaginlashadi, shuning uchun ularni ham hadma-had integrallash mumkin.
(11.44)-(11.48) formulalarni inobatga olsak bu integrallashlardan so‘ng
T

J f(x) cosnxdx = apm, n =123, ...
-TT

T
ff(x) sinnxdx = b,m,n=1,23, ...

-1t
tengliklarga ega bo‘lamiz. Ular esa o‘z navbatida (11.50) tengliklarni
ta’minlaydi. «

11.19-Ta’rif. (11.50) tengliklar bilan aniglanuvchi a,,aq,as,, ... ,
b4, b,, ... koeffisiyentlar f(x) funksiyaning Furye koeffisiyentlari va (11.49)
trigonometrik gator f(x) funksiyaning Furye gatori deb ataladi.

Shunday qilib, [—m; ] kesmada integrallanuvchi ixtiyoriy f(x)
funksiyaga koeffisiyentlari (11.50) tengliklar bilan aniglanuvchi Furye gatori
mos qo‘yildi:

f(x)~ay/2 + Y (a, cosnx + b, sinnx).

n=1
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Qanday shartlar bajarilganda bu moslik belgisini tenglik bilan
almashtirish mumkin degan savolga javob beramiz.

yA
0 X
11.2-rasm
11.20-Ta’rif. Agar chekli sondagi shunday a < x; < x, < =+ < x5 <
b nugtalar topilib, bu nugtalardan tuzilgan (a;x;), (x1;%5), ..., (x,_1;b)

oraliglarning har birida f(x) funksiya monoton bo‘lsa, f(x) funksiya [a; b]
kesmada bo‘lakli monoton deyiladi (11.2-rasm).

11.38-Misol. f(x) = x> — 3x% — 9x + 1 funksiya (—oo; +) oraliqda
bo‘lakli monoton bo‘ladi. Bu oraligni (—o0;—-1) , (=1;3), (3;+)
oraliglarga ajratamiz. Berilgan funksiya bu oraliglarning birinchisida o‘sadi,
iIkkinchisida kamayadi va uchinchisida yana o‘sadi.

11.39-Misol. f(x) = sin x funksiya (0; 2m) oraliqda bo‘lakli monoton.
Bu oraligni (0;m/2), (rw/2;3m/2) va (3m/2;2m) oraliglarga ajratsak,
f(x) = sinx funksiya bu oraliglarning har birida monoton, ya’ni ulardan
birinchisida o‘sadi, ikkinchisida kamayadi va uchinchisida yana o‘sadi.

Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada bo‘lakli monoton bo‘lsa, u holda
kesmaning ixtiyoriy ichki ¢ nugtasida chekli chap va o‘ng limitlar mavjud:

lim f(x) = f(c—0),

x—c—0
lim f(x) = f(c +0).
Biz funksiyaning Furye qatoriga yoyilishi uchun vyetarli shartni
ifodalovchi Dirixle teoremasini isbotsiz keltiramiz.
11.33-Teorema. Agar davri 2m bo‘lgan davriy f(x) funksiya [—m; ]
kesmada bo‘lakli uzluksiz, ya’ni uzluksiz yoki chekli sondagi I tur uzilish

nugtalariga ega va bo‘lakli monoton bo‘lsa, uning Furye qatori kesmaning
Ixtiyoriy x nugtasida yaginlashadi.

Agar S(x) — bu qatorning vyigindisi bo‘lsa, f(x) funksiyaning
uzluksizlik nugtalarida

S(x) = f(x),

uzilish nuqgtalarida esa
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S@) =5 (f(x = 0) + f(x +0)) (11.51)
va bundan tashqari
1
S(m) =S(—n) = > f(—=m+0)+ f(m—0)) (11.52)
tengliklar o°rinli bo‘ladi.

Teoremada keltirilgan funksiyaning bo‘lakli uzluksizlik va bo‘lakli
monotonlik shartlari Dirixle shartlari deb ataladi. Shunday qilib [—m; 7]
kesmada Dirixle shartlarini ganoatlantiruvchi f(x) funksiya uchun uzluksizlik
nugtalarida

flx) = 70 Z (a, cosnx + b, sin nx)
tenglik o‘rinli bo‘lar ekan. )

11.40-Misol. Davri 2w bo‘lgan va (—m;m) kesmada f(x) =2x+1
tenglik bilan aniglanuvchi f(x) funksiyani Furye gatoriga yoying.

2+ 1

7

—2n+1

11.3-rasm
» Bu funksiya Dirixle shrtlarini gqanoatlantiradi (11.3-rasm). Shuning

uchun uni Furye qatoriga yoyish mumkin. Bu qatorning Furye
koeffisiyentlarini topamiz:

T
X%+ x

1 YA
ao=gf(2x+1)dx=
-7

)

-1
T

17 1 sin nx
an=—f(2x+1)cosnxdx=—f(2x+1)d( >=
v v
(2x + 1) sinnx|" 2 T 2 cosnx|”
= —— [ sinnxdx = 5 =
mn n ~o n -

—TT
2 cosnm — 2 cos(—nrr)
= > = O,n = 1,2,
n
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= f x4 Dsinnxdx =1 [ 2 +1)d (- —) =
7Tn(x ) sinnx x—nn(x ) =
(2x + 1) cosnx|” 2 T
= — — [ cosnxdx =
mn nn S

—TT

(2w + 1) cosnm N (=27 + 1) cos(—nm) N 2 sinnx|™

mm mm mn?
4 (=)™

= ——cosnmt = —4 )

n

-1t

n
Shunday qilib berilgan funksiya uchun Furye gatori
0 sin nx
2x+1=1-4Y% (D"

n=1

, T < X<T

ko‘rinishda bo‘lar ekan. <

Juft va tog funksiyalarning Furye qgatorlari. f(x) funksiya [—a; a]
kesmada aniglangan bo‘lsin . Agar ixtiyoriy x € [—a;a] nugta uchun
f(—=x) = f(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, funksiya bu kesmada juft, f(—x) =
—f(x) o‘rinli bo‘lsa, toq deyiladi.

Integrallanuvchi juft funk3|yalar uchun

f flx)dx =2 f f(x)dx, (11.53)
toq funksiyalar uchun esa
[ f(x)dx =0 (11.54)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Ikkita juft va ikkita toq funksiyalarning ko‘paytmasi juft bo‘lishi, juft va
toq funksiyaning ko‘paytmasi esa tog bo‘lishi ravshan. Ma’lumki cos nx juft,
sin nx esa tog funksiya. (11.53) va (11.54) tengliklarni inobatga olsak,
juft funksiyalar uchun

VA

1 2T
a,=— [ f(x)cosnxdx =—[ f(x)cosnxdx,(n =0,1,...)
[ T o
1 m (11.55)
b, = - [ f(x)sinnxdx=0,(n=1,2,...)

—Tr
tengliklarga ega bo‘lamiz, ya’ni juft funksiyalarning Furye qatori fagat
kosinuslardan iborat bo‘ladi:

238



f(x) =ay/2 + 2 a,, COSnx. (11.56)

Toq funksiyalar uchun ham (11. 53) va (11 54) tengliklarni inobatga olsak
a, va b,, koeffisiyentlar uchun
T

1
a,=— [ f(x)cosnxdx =0,(n=0,1,...)
| n T -n : (11.56)
b, = - [ f(x)sinnx dx = Eff(x) sinnxdx,(n=1,2,...)
-7 0
tengliklar o‘rinli bo‘ladi, ya’ni toq funksiyalarning Furye qatori fagat
sinuslardan iborat bo‘lar ekan:

f(x) = Z b, sinnx. (11.57)

11.41-Misol.  f(x) = x? Juft funksiyaning [—m; ] kesmada
kosinuslardan iborat Furye gatorini tuzing.
»(11.55) formulalarga ko‘ra a, koeffisiyentlarni topamiz:

f 2, 2 x3 2m3  2m?
=—|Xx X = —— = =
T 3 . 3 3’
. . T
2T 2T sin nx 2 x2 sin nx
a, =—[ x?>cosnxdx = — [ x?d =——| -
To To n T 3n 0
2 T CcoS Nx 4 xcosnx|®
——fosmnxdx———fxd( ) X = —
mmnm o m o T[Tl n 0
4 T 4 1T cosnm 4 sinnx|™ 24
——Zf cosnx dx = -— —( 1)
mn mn n e n

Shunday qgilib, gidirilayotgan Furye gatori

2 © (=1)"cosnx
g 3 n=1 n? ( )

ko‘rinishda bo‘lar ekan. <
11.42-Misol. Qator yig‘indisini hisoblang
0 (_1)n+1
22 32 _ = n2
» Bu qator yig‘indisini S orgali belgilaymiz. (11.58) tenglikda x = 0
deb olamiz. U holda
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0 T 4 © (=1)"cos0 _ 2 4 © (=" 2 A o (—1)ntl
B 3 ngl nz B 3 ngl le B 3 ngl le

So‘ngi tenglikning o‘ng tomonidagi gator izlanayotgan gatorning yig‘indisini
beradi, ya’ni

2

T
— —45 = 0.
- - o= - 3 - - - - - -
Bundan esa gidirilayotgan sonli gator yig‘indisini topamiz:

Y (D" /n? =n?/12.4
n=1

Funksiyani [0; r] kesmada sinuslar va kosinuslar bo‘yicha yoyish.

f (x) funksiya fagat [0; ] kesmada berilgan bo‘lsin. f(x) funksiyani bu
kesmada Furye gatoriga yoyish uchun uni [—m; 0] kesmada davom ettiramiz.
Natijada [—m; m] kesmada aniglangan funksiyaga ega bo‘lamiz va uni bu
kesmada Furye gatoriga yoyishimiz mumkin.

yA
yA
T x
T 0 T x
11.4-rasm 11.5-rasm

Bizni f(x) funksiyaning [0; r] kesmadagi giymatlari gizigtirgani uchun
funksiyani [—m; 0] kesmada bizga “qulay” bo‘ladigan qilib davom ettirishimiz
mumkin. Natijada hosil bo‘lgan funksiyaning Furye qatori ham turlicha
bo‘ladi. f(x) funksiyani [—m; 0] kesmada turli variantlarda aniglashimiz
mumkin. Biz ulardan ikkitasida to‘xtalamiz.

1. f(x) funksiyani juft bo‘ladigan gilib davom ettiramiz, ya’ni

f(=x)=f(x),0<x<m
tenglik o‘rinli bo‘lsin (11.4-rasm). Bu holda yangi juft funksiyaning Furye
gatori fagat kosinuslardan iborat bo‘ladi.

2. f (x) funksiyani toq bo‘ladigan qilib davom ettiramiz, ya’ni

f(=x)=—f(x),0<x<m
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tenglik o‘rinli bo‘lsin (11.5-rasm). Bu holda yangi toq funksiyaning Furye
gatori faqat sinuslardan iborat bo‘ladi.

11.43-Misol. f(x) = x,0 < x < m funksiyani i) kosinuslar, ii) sinuslar
bo‘yicha Furye gatoriga yoying.

» i) Berilgan funksiyani kosinuslar boyicha yoyish uchun

f(x)={ x,0<x<m,
—x,-nT<x<0

tenglik bilan juft funksiyani tuzamiz va uning Furye koeffisiyentlarini

hisoblaymiz:
A

2T x?
a,=—[ xdx =—| =m,
T o VA 0
2T 2T /sinnx\ 2xsinnx|”
an=—fxcosnxdx=—fxd( )=— —
0 0 n T n |
2 T 2 cosnx|™ 2
—— [ sinnxdx = — = ——(cosnm — cos0) =
N’y mh n |y 7n
E Y n=2m-1
= (D - = TgE T2
. 0, n=2m,
ya’ni kosinuslar qatorida toq hadlar qatnashadi:
T 4 @ 1
x==———YY ———cos(2n — 1)x.

2 my=1(2n —1)?
if) Berilgan funksiyani sinuslar bo‘yicha yoyish uchun f(x) = x, -t <
x < m tenglik bilan toq funksiyani tuzamiz va uning Furye koeffisiyentlarini
hisoblaymiz:

2T 2T CoS nx 2 x cosnx|"
bn=—fxsmnxdx=—fxd(— )=—— +
T o T o A n 0
2 T 2mcosnmt 2 sinnx|® 2 )
+—f cosnxdx = —— + =—(—1)""4,
'y T n ™m n l, n

ya’ni sinuslar qatori
0 (_1 n+1
X =2) ———sinnx
o n=1 n
ko‘rinishda bo‘ladi. <
Ixtiyoriy davrli funksiyani Furye qatoriga yoyish. Davri 2w
bo‘lmagan davriy funksiyalarni ham Furye gatoriga yoyish mumkin.
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f(x) davri 21,1 > 0 bo‘lgan davriy funksiya bo‘lsin va u [—=[;I]
kesmada Dirixle shartlarini ganoatlantirsin. Bu funksiyani [—[; [] kesmada

Furye gatoriga yoyish uchun x = %t deb yangi t o‘zgaruvchini kiritamiz. U
holda @(t) = f (% t) funksiya davri 2w bo‘lgan davriy funksiya bo‘ladi:
[ [ [
o(t +21) = f[;(t + 2n)] _ f(Et + 21) _ f(Et) — (D).
Shuning uchun uni [—m; ] kesmada Furye gatoriga yoyish mumkin bo‘ladi:

[ a 0
f(;t) =@(t) = =+ Z_: (a,, cosnt + b, sinnt)

2 n=1
va bu yerda

1 T

a, = — f(p(t) cosntdt (n=20,1,2,...),
nl_nn

b,=— [ @e®t)sinntdt (n=1,2,...)
T —x
yoki
—1fn (lt) tdt (n=0,1,2
an—ﬂ_nf - cosn (n=0,12,..),

17 /1

b, = — ff(—t) sinntdt (n=1,2,...).
Ty \T

t = %x, dt = %dx deb olib dastlabki x o‘zgaruvchiga gaytamiz:
a, @ nmwx . nmx
fxX)=—+ Y (an cos—— + b, sin —), (11.59)

2 n=1 [ [
1} nmx

n =7 [0 cosde (n=0,12,..),

~! (11.60)

1} . nmx
b, = 7 [ 0 sdex (n=12..).
~1

Koeffisiyentlari (11.60) formulalarga ko‘ra hisoblanadigan (11.59) gator
davri 21 bo‘lgan davriy f(x) funksiya uchun Furye gatori deb ataladi.

11.44-Misol. f(x) =2x + 1 funksiyani [—3;3] kesmada Furye
gatoriga yoying.

» Berilgan funksiya [—3;3] kesmada Dirixle shartlarini to‘lig
ganoatlantiradi. [ =3 hol uchun berilgan funksiyaning Furye
koeffisiyentlarini (11.60) formulalarga ko‘ra hisoblaymiz:
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13 1
a, = §f(2x+1)dx——(x + x) =—(9+3—9+3)=2,
=3
1 3 nmwx 3 nwx
a, = §_f3(2x+1)cosde——f(2x+1)d( 7Tsin 3 )=
1 _— - nax|’ Zf’ nmx 2 3 nnxg_
_nn(x ) sin 3|, “nm? sin 3 x—nnnncos 3,
6
= (cosnm — cos(—nm)) = 0,
n2m?
13 nix 3 nix
n =§_f3(2x+1)sianx—§f(2x+1)d(—nncos 2 )=
1 — nmx|> 2f3 nmx
= nn(x ) cos 3|, ! cosS 3 X =
2 3 nmx|>
= —— (7 cosnm + 5 cos(—nm)) — sin =
nm NI N 3 1.3

12 12
= ——cosnm = (—1)"*1 —
nm nm

Shunday qilib f(x) = 2x + 1 funksiyaning [—3; 3] kesmadagi Furye

gatori
1 nnx

2x+1=1 +E %o: (-1t —sin—
B T n=1 n 3
ko‘runishda bo‘lar ekan. «

Davriy bo‘lmagan funksiyani Furye qatoriga yoyish. Davriy
bo‘lmagan f(x) funksiya R butun sanoqg o‘gida aniglangan bo‘lsa, uni Furye
gatoriga yoyib bo‘lmaydi, chunki Furye gatorining yig‘indisi davriy funksiya
bo‘ladi.

Shuning uchun Davriy bo‘lmagan funksiyani Furye qatoriga yoyish
masalasini ixtiyoriy chekli [a; b] oraligda garaymiz.

f(x) funksiya [a;b] kesmada aniglangan va u Dirixle shartlarini
ganoatlantirsin. U holda

t = -1 +—— 2, x=a+b—a(t+n) (11.61)
b—a 21
tengliklar bilan yangi o‘zgaruvchi kiritamiz. x o‘zgaruvchi [a; b] kesmada
o‘zgarganda t o‘zgaruvchi [—m; m] kesmada o‘zgaradi.
U holda
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b—a
gD(t) =f(a+7(t+n)>

t o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida Dirixle shartlarini ganoatlantiradi va uni
[—m; ] kesmada Furye gatoriga yoyish mumkin bo‘ladi. Hosil gilingan bu
Furye gatorida t o‘rniga (11.61) tengliklarning birinchisini qo‘yib, dastlabki x
o‘zgaruvchiga gaytamiz va natijada f(x) funksiyaning [a; b] kesmadagi
Furye qatorini hosil gilamiz.

11.45-Misol. f(x) = 4x + 1 funksiyani (2;4) oraligda Furye gatoriga
yoying.

»t=((x-3)m, x=3 +% deb yangi t o‘zgaruvchini Kiritamiz va
bunda x o‘zgaruvchi (2;4) oraligda o‘zgarganda t oz’garuvchi (—m; )
oraligda o‘zgaradi. U holda

t 4t
o(t) =f(3 +E) =13+
Funksiyaga ega bo‘lamiz va uni ( m; ) oraliqda Furye gatoriga yoyamiz:

_—f (13+4)dt—26

1 e 4t
a, ——f(13+ >cosntdt—0
yj [
17 4t 8
=— [ (1 ( )smnt dt = (1)1 —;
Cm [ nm
Shunday q|I|b
4t 8 o 1
13 + —=13+— Y (-1 —sinnt.
T n=1 n

Bu tenglikda t o zgaruvchl o‘rnigat = (x — 3)m ifodani go‘yamiz
8 « 1
4x+1=13+—= ) (—1)"+1Esinnn(x —3).

TTn=1
O‘ng tomondagi sin nrt(x — 3) ifodani o‘zartiramiz:
sinnm(x — 3) = sinnmx cos(—3nm) — sin(—3nm) cos nmx =
= (—1)"sin nmx.
Hosil bo‘lgan ifodani yugoridagi gatorga go‘yamiz va qidirilayotgan Furye
gatorini hosil gilamiz:
8 1
4x+1=13+—- Y (D" —(=1)"sinnmx
T n=1 n
yoki
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8
4x+1 =13 —— ) —sinnmx
T[n 17’1

Bu tenglik fagat (2; 4) oraligdagina o‘rinli ekanligini ta’kidlab o‘tamiz. <

Nazorat savollari
1. Sonli gatorga ta’rif bering.
2. Sonli gator gachon yaginlashuvchi deyiladi?
3. Berilgan gatorning qoldiq gatori ganday aniglanadi?
4. Qator yaginlashishing zaruriy shartini bayon giling.
5. Musbat hadli gatorlar yaginlashishining ganday alomatlarini bilasiz?
6. Musbat hadli va ishoralari navbatlashuvchi gatorlarning fargini ayting.
7. Sonli gator gachon absolyut yaginlashuvchi deyiladi?
8. Sonli gatorlarning absolyut va shartli yaginlashishlari fargini ayting.
9. Funksional qatorlarga ta’rif bering.
10. Funksional gator gachon tekis yaginlashuvchi deyiladi?
11. Darajali gatorlarni ganday sohada hadma-had integrallash mumkin?
12. Qanday qatorlarga Furye gatori deb ataladi?
13. Juft funksiyalarning Furye gatori ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
14. Toq funksiyalarning Furye gatori ganday ko‘rinishda bo‘ladi?
15. Davriy bo‘Imagan funksiyalarni ham Furye gatoriga yoyish mumkinmi?

Mashqlar.

Sonli gatorning u,, umumiy hadi berilgan. Uning dastlabki to‘rtta hadini
yozing.
1. u, =n/2n+1)?% 2. u, = (—1)"sin2n; 3. u, = n/(5" — 2™);
Uy + uy + uz + uy + -+ sonli gatorning umumiy hadini toping.
1 2 3 4 2 8 26 80
i i e e R T i s s
Qator ylg |nd|sm| toping.
1 ! 1.
6. Z n(n+1) Z 1 2n— 1)(2n+1) Z ( 2n+1>’
Qator yaqlnlashlshlnl tekshlrlng
® n34+2n2-3n+2, 1 ® 2"nl
9. ¥ L : 10. 11, :
nz=:1 n(n+1) nzl nyn+1’ nz=:1 nt

Qatorni absolyut va shartli yaginlashishga tekshiring.
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°° 2" °° vn+1 ot n
Y (-1 - Y (—1)" 14, Y (1) ——

Darajali qatorning yaqinlashish sohasini toping.

15, z " 16. Zn'x 17, 5 snyn: 18, 5 (D’ (x + 1™
n=1 n12+1

19. f(x) =e* funk3|yan| (—m; ) oraligda Furye gatoriga yoying.

20. f(x) = 3x2 + 2 funksiyani (—1; 1) oraligda Furye gatoriga yoying.
Javoblar

6.1;7.1/2; 8. 1; 9. Uzoqglashadi; 10. Yaginlashadi; 11. Yaginlashadi; 12.

Absolyut yaginlashadi; 13. Shartli yaginlashadi; 14. Uzoglashadi; 15.

(—o0; +00) oraligda absolyut yaginlashadi; 16. {0}; 17. ( é 5) orallqda
absolyut yaginlashadi; 18. (—2; 0) oraligda absolyut yaginlashadi; 19. e*

_1 2 ~ /_1n (€OSnx | sinnx _
_ﬂshn+nshnn§1( 1) (n2+1+ 5 1) 20.3x2+2=3+
6 (0]
t+— X D"
n=1

COSNX
n2
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O‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR NAZARIYASI ELEMENTLARI
12.1. Kompleks tekislik nugtalari to‘plami.

Kompleks sonlar va ular ustida asosiy amallarni bajarish hagida
darslikning 1- gismida (1.4-mavzu) to‘xtab o‘tilgan edi. Shuningdek, bu
mavzuda kompleks sonlar ketma- ketligi va uning limiti hagida tushuncha
berilgan. Kompleks sonning modulini bilgan holda kompleks tekislikdagi
ba’zi chiziq va sohalalarni ifodalash mumkin bo‘ladi.

1. E = {z: |z — a|] = R} to‘plam, kompleks tekislikda a nugtadan bir xil
R masofada joylashgan nugtalar to‘plamidan iborat, bu yerda R > 0 va a
berilgan nugta. Bu to‘plam tekislikda markazi a nuqtada, radiusi R ga teng
bo‘lgan aylanani ifodalaydi (12.1- rasm).

A A

y y

~
<
‘:
1
[
t:i
(B
a 5
.
. \
REH
L
<

[
»

0 X 0

12.1-rasm 12.2-rasm

2. E={z:|z—a| < &} to‘plam, markazi a nuqtada, radiusi € > 0
bo‘lgan ochiq doiradan iborat. Bu to‘plamni ko‘pincha a nugtaning ¢ atrofi
deb ataladi (12.2- rasm).

3. E ={z:|z| > R} to‘plam, markazi nolda radiusi R ga teng bo‘lgan
doiraning tashqarisidan iborat. Bu to‘plam cheksizlikning atrofi deb ataladi.

12.1-Ta’rif. Cheksiz uzoglashgan nuqgta biriktirilgan tekislikni
kengaytirilgan kompleks tekislik deb ataymiz.

4. E ={z:r <|z—a| <R} to‘plam radiuslari » va R, markazi a
nugtada bo‘lgan xalgani ifodalaydi (12.3-rasm). Xususan, E = {z: 0 <
|z — a| < €} to‘plam, a nugtaning o‘zi kirmagan “xalqani” ifodalab, ba’zan
unga a nuqta o‘yib olib tashlangan xalga deb ataladi.

5. E={z:|z—a| + |z — b| = ¢} shartni ganoatlantiruvchi nuqgtalar
to‘plami tekislikda, fokuslari a va b nuqtalarda bo‘lgan ellipsdan iborat.
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Soha va chegara.

12.2-Ta’rif. z kengaytirilgan tekislikda biror E to‘plam berilgan bo‘Isin.
Agar markazi z nuqtada bo‘lgan yetarlicha kichik doiraning barcha nuqgtalari
E to‘plamga tegishli bo‘lsa, z nugta E to‘plamning ichki nugtasi deb ataladi,
(12.4- rasm).

A

y LTI yA

10

v
v

0 X 0 X
12.3- rasm 12.4- rasm

Markazi cheksiz uzoglashgan nugtada bo‘lgan doira deganda, markazi
z = 0 nugtada bo‘lgan ixtiyoriy |z| = R aylananing tashqi gismi tushuniladi.
Agar z, nugtaning ixtiyoriy ¢ atrofida E to‘plamga tegishli bo‘lgan
ham tegishli bo‘lmagan ham nuqgtalar yotsa, bu nuqgta E to‘plamning
chegaraviy nuqgtasi deb ataladi
E to‘plamning barcha chegaraviy nugtalari to‘plamiga uning chegarasi
deyiladi.
12.3-Ta’rif. Agar z nugta va uning biror & atrofi berilgan to‘plamga
tegishli bo‘Imasa, bu nugta shu to‘plamning tashqi nuqtasi deyiladi.
12.4-Ta’rif. Agar to‘plam faqat ichki nugtalardan iborat bo‘lsa, u ochiq
to ‘plam deyiladi.
E ={z:|z—a| <R} doira va E ={z:r <|z—a| <R} xalga ochig
to‘plamga misol bo‘la oladi.
12.5-Ta’rif. Agar to‘plamning ixtiyoriy ikki nugtasini shu to‘plamda
yotuvchi egri chiziq bilan tutashtirish mumkin bo‘lsa, u bog lamli to ‘plam
deyiladi.
12.6-Ta’rif. Kengaytirilgan kompleks tekislikning bog‘lamli ochiq
to‘plami soha deb ataladi.
12.7-Ta’rif. D soha va uning chegaraviy nugtalaridan tuzilgan
to‘plamga yopig to ‘plam deb ataladi va D kabi belgilanadi.
E={z:|z—a| <R} doira va E ={z:r < |z—a| < R} xalga yopiq
to‘plamga misol bo‘la oladi.
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12.2. Kompleks o‘zgaruvchili funksiya, uning limiti va uzluksizligi

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar. Kompleks sonlarning ikkita z va
w tekisliklarini garaymiz. z tekislikda D soha, w da E soha berilgan bo‘lsin
(bu soha oo ni ham o°z ichiga olishi mumkin).

12.8-Ta’rif. Agar D sohaning har bir z nugtasiga E sohaning bitta yoki

bir necha nugtasi mos gqo‘yilgan bo‘lsa, D sohada w = f(z) funksiya berilgan
deyiladi (birinchi holda funksiya bir gqiymatli, ikkinchi holda ko‘p giymatli deb
ataladi).

D to‘plamga f(z) funksiyaning aniglanish, E to‘plamga esa giymatlar

sohasi deb ataladi.
z=x+iyva w =u+ ivdebolib
w=u+iv=[fx+iy) =ulx,y) +iv(x,y)

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda u(x,y) = Ref(z) funksiyaning hagigiy
gismi, v(x,y) = Imf(z) mavhum gismi deb ataladi.

Shunday qilib kompleks o‘zgaruvchili w = f(z) funksiyaning berilishi
haqiqiy o‘zgaruvchili ikkita funksiyaning berilishiga teng kuchli ekan.

12.1-Misol. w = z2 funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini toping.

»z=x+iyva w=u+ iv deb olsak, u holda

u+iv=(x+iy)? =x%—y? + 2xyi

Demak, u = x? — y? vav = 2xy. Bu funksiya bir giymatli bo‘ladi, chunki
har bir z ga uning kvadrati mos qo‘yilmoqda. <

Kompleks sondan ildiz chigarish formulasiga ko‘ra har ganday kompleks
sonning kvadrat ildizi ikkita giymatga ega. Shuning uchun w = +/z ikki
giymatli funksiyaga misol bo‘ladi.

w = f(z) funksiyaning aniglanish sohasi D, giymatlar sohasi E
bo‘lsin. Geometrik jihatdan bu funksiya D sohaning nugtalarini E sohaning
nuqgtalariga akslantiradi. Shuning uchun w = f(z) funksiyani akslantirish deb
atashimiz mumkin bo‘lib D ga akslantirishning asli, E ga esa tasviri deb
ataladi. Yuqoridagi kabi akslantirishlar bir giymatli va ko‘p giymatli bo‘lishi
mumkin. Bir giymatli akslantirishda hech gaysi ikki nugtaning tasvirlari utsma
— ust tushmaydi.

Funksiyaning limiti. f(z) funksiya z, nugtaning biror € atrofida
aniglangan bo‘lsin ( z, nugtaning o°zida funksiya aniglanmagan bo‘lishi ham
mumkin).
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12.9-Ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 soni uchun, shunday 6 > 0 son
mavjud bo‘lib, |z —z,| < § tengsizlikni ganoatlantiruvch barcha z € Q
nugtalar uchun
If(z) —W|<e
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, W soni f(z) funksiyaning z, nugtadagi limiti deb
ataladi.
Bu limit lim f(z) = W kabi yoziladi, bunda z, va W kompleks

Z- Zg

tekislikning chekli nugtalari.
Funksiya limitining ta’rifini boshqacha ko‘rinishda ham berish mumkin.
12.10-Ta’rif. Agar lim z, = z, tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

n—oo
{z,,} ketma-ketlik uchun ,{i_r&f(zn) = W tenglik o‘rinli bo‘lsa, W soni f(z)
funksiyaning z, nuqtadagi limiti deb ataladi.
W =o va z, chekli bo‘lganida funksiyaning limiti quyidagicha
ta’riflanadi:
Agar ixtiyoriy E > 0 soni uchun shunday & > 0 son mavjud bo‘lib,
|z — zy| < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha z € Q nuqgtalar uchun
f(2)] > E
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, A = oo nugqta f(z) funksiyaning z, nugtadagi limiti
deb ataladi.
Xuddi shunga o‘xshash tarzda cheksiz uzoglashgan nuqtadagi limit
ta’rifini kiritishimiz mumkin (uni kitobxonga mashq tarzida qoldiramiz).
12.1-Teorema. w = f(z) = f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y) funksiya
Zy = X + 1yy huqtada W = a + ib limitga ega bo‘lishi uchun

lim u(x,y)=a, lim v(x,y)=5b
. i (x,J_l)—>.(x0,y0_) . (xry)__)(xO!yO)
tengliklarning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.

» lim z,, = z, (z, = x,, + iy,) bo‘lsin. U holda lim f(z) = W =

n— oo Z— Zg
= a + ib tenglik lim f(z,,) = a + ib ekanligini anglatadi. Bu tenglik o‘rinli
n—>00

bo‘lishi uchun mazkur darslikning | gismidagi 1.13-Teoremaga ko‘ra
limu(x,,y,) = a, limv(x,,y,) = b tengliklarning bajarilishi zarur va
n—-oo n—oo
yetarli. <

Funksiyaning uzluksizligi.

12.11-Ta’rif. f(z) funksiya z, chekli nuqgtada chekli va f(z,)
gqiymatga teng limitga ega, ya’ni
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lim £(2) = f(z0)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, f(z) funksiya bu nugtada uzluksiz deyiladi.

Cheksiz uzoglashgan nugta uchun bu ta’rif quyidagicha ko‘rinish oladi:

12.12-Ta’rif. Agar

Zli_)rglof(z) = Wo

tenglik o‘rinli bo‘lsa, f(z) funksiya z, = o cheksiz nuqtada uzluksiz
deyiladi, bu yerda w, chekli son. w, ni funksiyaning cheksizlikdagi giymati
deb gabul gilamiz.

12.13-Ta’rif. D sohaning barcha nugtalarida uzluksiz bo‘lgan f(z)
funksiya, shu sohada uzluksiz deb ataladi.

Kompleks o°zgaruvchili funksiya ikkita haqigiy o‘zgaruvchili
funksiyalar orqali ifodalanganligi uchun quyidagi teorema o‘rinli.

12.2-Teorema. f(z) =u(x,y) +iv(x,y) funksiya z, = x, + iy,
nugtada uzluksiz bo‘lishi uchun, u(x,y) va v(x,y) funksiyalar (x,vo)
nuqtada uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

Mazkur teoremaning isboti 12.1-Teoremadan bevosita kelib chigadi.

Haqiqiy o‘zgaruvchili  funksiyalarda bo‘lgani kabi kompleks
o‘zgaruvchili funksiyalarda ham quyidagi xossalar o‘rinli.

12.2-Teorema. Agar f(z) va g(z) funksiyalar biror z, nugtada uzluksiz
bo‘lsa, u holda

a) f(z) £ g(2);

b) f(z)-g(2);

c) ;E—g, (9(20) # 0)

funksiyalar ham z, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

Agar f(z) funksiya z, nugtada, F(w) funksiya esa w, = f(z,) nugtada
uzluksiz bo‘lsa, u holda F(f(z)) murakkab funksiya z, nugtada uzluksiz
bo‘ladi.

Kompleks o‘zgaruvchili asosiy elementar funksiyalar.

1. Chizigli funksiya w = az+ b, a # 0

2. Kasr chizigli funksiya w = (az + b)/(cz+ d), ¢ + 0,ad — bc # 0

3. Ko‘rsatgichli funksiya w = e? = e**% = ¢*(cosy + isiny)

Bu funksiya quyidagi xossalarga ega:

a) eZ1t72 — eZ1eZ2:
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b) e?1722 = 321/322;
C) e?t2mkl = oZ ya’ni e? funksiya davriy bo‘lib, uning davri 2mi ga
teng.
4. Trigonometrik funksiyalar ko‘rsatgichli funksiya yordamida
quyidagicha aniglanadi:

eiz _ e—iz eiz + e—iz
sinz =———,c0827 = —m8,
21 2
eiz _ e—iz eiz + e—iz
yoki
sin z CoS zZ
toez = ctgz = —
& cosz’ & sin z

Shuni ta’kidlash joizki, bu funksiyalarning argumentlari xususan haqiqiy
son bo‘lganida ular haqiqiy ma’nodagi trigonometrik funksiyalar bilan ustma-
ust tushadi. Bundan tashqgari ko‘pchilik trigonometrik formulalar ular uchun
saglanib goladi.

5. Giperbolik funksiyalar haqigiy o‘zgaruvchili funksiyalardagi bo‘lgani
kabi aniglanadi

by — e? —e? - e’ +e’? thy = shz thy = chz
ShZ = 2 Chz = 2 ’ Z_chz'C Z_shz
Aniglanishidan ko‘rinib  turibdiki  trigonometrik va giperbolik

funksiyalar o‘zaro bog‘lig. Ularning ta’rifidan bevosita

sinz = —i shiz shz = —isiniz
cosz=chiz chz = cosiz
tgz = —ithiz thz = —ithiz

ctgz =icthiz cthz =ictgiz

tengliklar kelib chigadi. Bu formulalardan ko‘pincha, trigonometrik
funksiyalarning  kompleks argumentdagi  giymatlarini  hisoblashda
foydalaniladi. Ma’lumki, trigonometrik funksiyalar uchun ko‘plab ayniyatlar
bajariladi. Yuqoridagi bog‘lanishlarni e’tiborga olgan holda giperbolik
funksiyalar uchun ham ba’zi ayniyatlarni isbotlash mumkin.

6. Logarifmik funksiya w = Lnz,z # 0

Kompleks sonning Lnz logarifmini haqigiy sonlardagi kabi w = e”
tenglikda ma’lum w ga ko‘ra z ni aniglashdan hosil gilamiz. w = e? funksiya
davriy bo‘lganligi uchun unga teskari bo‘lgan w = Lnz funksiya cheksiz ko‘p

giymatli bo‘ladi va uni
252



Lnz = In|z| + iArgz = In|z| + iargz + 2kni, k€ Z
kabi aniglaymiz. Bu yerda Inz = In|z| + iargz ga funksiyaning bosh giymati
deb ataladi. Yugoridagi kabi aniglangan logarifmik funksiya haqiqgiy
o‘zgaruvchilardagi kabi xossalarga ega.
7. Teskari trigonometrik funksiyalarni

Arcsinz = —iLn(iz + /1 — z?)
Arccosz = —iln(z ++/z%2 — 1)

Arctey = iL 1+iz
rctgz = 2_n1—iz

L. Z+1
Arcctgz = —ELn

z—1
formulalar bilan aniglaymiz. Bu funksiyalarning barchasi ko‘p giymatli bo‘lib,
ularning bosh giymati mos ravishda logarifmning bosh giymatiga mos olinadi.
8. Umumiy darajali funksiya w = z¢.
Bu yerda w ning giymati z% = e®"Z tenglikdan aniglanadi, uning bosh
giymati esa z* = e%"Z kabi olinadi.
9. Umumiy ko‘rsatgichli funksiyaw = a?,a + 0
Bu holda ham yuqoridagi kabi a? = e?¢ tenglikdan foydalanamiz.
12.2-Misol. sin(mr + iIn 3) ni hisoblang.
» sin z = —i sh iz ekanligidan

wi—ln3 __ e—m’+ln3
sin(m+iln3) = —ish(wi —In3) = —i > =
: i /1 . .
=__(em —1n3 _ —nlelnB)z_E(gem_Be—m):
o ( 1 N 3) 2
2\ 3 -3
giymatni hosil gilamiz. <«
12.3-Misol. i* ni hisoblang.
» Umumiy darajali funksiyaning ta’rifiga ko‘ra
jl = pilni — i(Inl+iargi+2kmi) — e—(%+2kn)

k = 0 da bosh giymat i’ = ez ni hosil gilamiz. <
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12.3. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalarni differensiallash

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiali ta’rifi
hagiqiy o‘zgaruvchili funksiyalarning mos ta’rifi bilan aynan ustma-ust
tushadi. Shuning uchun differensial hisobning barcha teorema va formulalari
kompleks o‘zgaruvchili funksiyalarga ham targ‘ib etiladi.

Shu bilan birga kompleks o‘zgaruvchili differensiallanuvchi funksiyalar
ko‘pchilik go‘shimcha xossalarga ham ega. Ularning paydo bo‘lishi sababi,
kompleks o‘zgaruvchili funksiya differensiallanuvchiligi sharti hagiqiy
o‘zgaruvchili funksiya hosilasi mavjudligi shartidan ko‘ra birmuncha
chegaralanganligidadir.

Kompleks o¢zgaruvchili funksiya hosilasi. w = f(z) funksiya
berilgan bo‘lsin. z = x + iy argumentga Az = Ax + iAy orttirma beramiz va
funksiyaning Aw = f(z + Az) — f(z) orttirmasini hisoblaymiz.

12.13-Ta’rif. Agar Az orttirma ixtiyoriy gonun bilan nolga intilganida
Aw/Az ifodaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limitga f(z) funksiyaning z
nuqtadagi hosilasi deb ataladi va

Aw dw df
i — — ! - - 12.1
st el A GOl (121)

kabi belgilanadi, f(z) funksiya esa bu nugtada differensiallanuvchi deyiladi.
12.4-Misol. f(z) = C (C — const) funksiya butun C kompleks
tekislikda differensiallanuvchi va (€)' = 0.

A . C=C _ N
bAlér_r)loAZ—Al;r_r)lo - =0,yani (C) = 0.«

12.5-Misol. f(z) = z™ (n € N) funksiya butun C kompleks tekislikda
differensiallanuvchi va (z™)’ = nz™ 1.

Az—0 Az Az—0 Az
_ Z"+ Crz" Az + C2z" % (Az)? + -+ CR(AZ)™ — z™ B
N A;r—r}o Az B
lim (Ciz" 1+ C2z" %Az + -+ CR(Az)" 1) = Clz" "t = nz 1,

Az—0
ya'ni (z") = nz""1. <«

Aw/Az nisbatning Az nolga ixtiyoriy tarzda intilganida limitga ega
bo‘lishi sharti, hagigiy o‘zgaruvchili ¢ (x) funksiya uchun go‘yilgan shartdan
kuchliroqdir.
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Bu shart z + Az ning z ga ixtiyoriy yo‘l bilan, jumladan z ga keluvchi
Ixtiyoriy nur bo‘ylab yaginlashganida ham Aw /Az nisbatning limiti mavjud va
ularning  barchasi teng bo‘lishi  kerakligini anglatadi. Biz bu
yaqginlashishlarning ikkita maxsus holini garab chigamiz.

Koshi- Riman shartlari. w = f(z) = u(x,y) + iv(x,y) funksiya
berilgan bo‘lsin. Az = Ax + iAy orttirma uchun funksiya orttirmasini
guyidagicha yozamiz

Aw = f(z+ Az) — f(z) = [ulx + Ax,y + Ay) —u(x, y)] +

+i[v(x + Ax,y + Ay) — v(x,y)] = Au + iAv
bu yerda Au = u(x + Ax,y + Ay) —u(x,y) va Av = v(x + Ax,y + Ay) —
v(x,y)

Hosila ta’rifiga ko‘ra
.  Aw - Au+ildv
f'@) = Al;r—r}oE B Alalcr—r>10 Ax + iAy (12.2)
Ay—0

f (z) funksiya z nugtada hosilaga ega bo‘Isin, u holda f'(z) = AlimOAA—‘;’
Z—>

limit mavjud va u Az = Ax + iAy orttirmaning nolga intilish turiga bog‘lig
emas. Shuni hisobga olib biz quyidagi xususiy hollarni garaymiz:
1) Az = Ax bo‘lsin, ya’ni z + Az ning z nuqgtaga yaginlashishi Ox
o‘giga parallel (12.5 rasm). U holda
. - Aw - Au+ilAv
f'z) = Al;r_rgo Az Alalczlo Ax

Au Av ou v
Aylcr—r>10 Ax+le 0x+lax ( )
tenglikni hosil gilamiz.
VA VA zZ+ Az
Az = Ax Az = iAy

z z+ Az
Z

0 §c 0 x:
12.5- rasm 12.6-rasm

2) Az =1iAy, ya’ni z+ Az ning z nugtaga yaqinlashishi Oy o‘giga
parallel bo‘lsin (12.6-rasm). Bu holda yuqoridagi kabi amal bajarib
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') = i Aw_l_ Au +idv
iz = A0 Az _AJIII—T}O iy

(Au Av) oJu OJdv

= li —_—t— ) =—— 4+ — 12.4
im iAy+Ay l + ( )

Ay—0
tenglikga ega bo‘lamiz.
Aw /Az ifodaning Az — 0 dagi limiti, Az ning nolga intilish turiga bog‘liq
bo‘lmaganligi uchun (12.3) va (12.4) limitlar o‘zaro teng, ya’ni
Ju Jv oJu OJdv
6x+l6x_ lay+ay'
Bu yerdan
du 0v av__a_u 125)
dx dy dx = 9y (12

(12.5) tengliklarga Koshi- Riman shartlari deb ataladi.

Ular f(z) funksiya differensiallanuvchi bo‘lgan barcha nugtalarda
bajarilishi kerak. Demak funksiya differensiallanuvchi bo‘lishi uchun bu
funksiya Koshi- Riman shartlarini ganoatlantirishi zarur ekan. u(x,y) va
v(x,y) funksiyalarning differensiallanuvchiligi sharti talab etilganida, bu
shartlar yetarli ham bo‘lar ekan.

Hagigatan ham, u(x,y) va v(x,y) funksiyalar differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda (1 gism, 9.1 va 9.2-Teorema) u(x,y) va v(x, y) funksiyalar
uchun

ou
dy
dv
dy
tengliklarni hosil gilamiz, bu yerda p = \/Ax2 + Ay? va a; hamda a,
miqdorlar p migdorga nisbatan cheksiz kichik.

Yugoridagilarga asosan ixtiyoriy Az = Ax + iAy uchun

ou
Au(x,y) = an + —Ay + a;(Ax, Ay)p

v
Av(x,y) = an + —Ay + a,(Ax, Ay)p

ou ou . (0v dv :
Aw  Du+ibv 3 Ax + WAy + i (EAx + @Ay> + p(a +iay)
Az Ax +idy Ax + iAy
Bu tenglikda Koshi- Riman shartidan foydalanib Z—; hosilani Z—Z bilan, g—;

. . 0 . . .
hosilani esa — a—z bilan almashtiramiz va
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Aw 31; g—sz + i (gv Ax + gz ) + p(a;+ia,) ~
Az Ax + iAy B
MU Ay + iny) + 122 (Ax + i -
Ox y) +i5-(Ax + iAy) + p(a; tiay) ~
Ax + iAy
_ ou N iav N p(a1+fa2) (12.6)
dx dx Ax + iAy
tenglik bo‘lami = /Ax2 + Ay? = - |p(a1+iaz) _
glikga €ega Dbo'lamiz. p X y? = |Az| ekanligidan, iy

|a;+ia,|. @, va a, migdorlar p migdorga nisbatan cheksiz kichik bo‘lganligi
uchunp - 0da |a;+ia,| — 0. O‘z navbatida Az — 0 da (12.6) ga asosan

| Aw @ 6u+ ov
jm =@ =540

ya’'ni f(z) funksiya differensiallanuvchi ekan.
Shunday qilib quyidagi teoremani isbot qildik. »
12.3-Teorema. f(z) = u(x,y) + iv(x,y) funksiya z = x + iy nuqgtada
differensiallanuvchi bo‘lishi uchun
1. u(x,y) va v(x,y) funksiyalar (x, y) nugtada differensiallanuvchi;
2. (x,y) nugtada Koshi- Riman shartlari bajarilishi zarur va etarli.

Koshi- Riman shartlariga ko‘ra hosilani
. au av dv au Ju OJu OJdv Jdv
f(Z)_ ax ay ay 0x lay_ay-l_lax
kabi formulalar bilan hlsoblash mumbkin.

12.14-Ta’rif. Agar funksiya nafagat berilgan nuqtada, balki uning biror
atrofida ham differensiallanuvchi bo‘lsa, unga shu nuqtada analitik deyiladi.

12.15-Ta’rif. Biror sohaning barcha nugtalarida analitik bo‘lgan
funksiya shu sohada analitik yoki golomorf deb ataladi.

12.16-Ta’rif. Bir qiymatli f(z) funksiyaning analitiklik nuqgtalari uning
to ‘g ‘ri nuqtalari deb aytiladi, golgan barcha nuqgtalari uning maxsus nugtalari
deyiladi.

Xususan, funksiya aniglanmagan nugtalar ham uning maxsus nuqtasi
bo‘ladi. Amaliy masalalarda funksiyani analitiklikka tekshirish uchun, uning
Koshi- Riman shartlarini ganoatlantirishini tekshirish etarli bo‘lar ekan.

Shuni yana bir marta ta’kidashimiz joizki, haqigly o‘zgaruvchili
funksiyalar uchun o‘rinli bo‘lgan barcha teoremalar kompleks o‘zgaruvchili

257



funksiyalar uchun ham o‘rinlidir. Xususan, bizga ma’lum bo‘lgan hosila olish
goidalari va hosilalar jadvali kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar uchun ham
o‘rinli. Fagatgina hosila olish mumkin bo‘lishi uchun Koshi- Riman shartlari
bajarilishi lozim.
12.6-Misol. w = z2 funksiyani analitiklikka tekshiring.
>w=1z%=(x+iy)?=x%—y?+ 2xyi
Demak u = x? —y?% vawv = 2xy. Bu funksiyalar Koshi- Riman shartlarini

ganoatlantiradi, chunki

au_z _617 au_ oy = dv
ox x_ay' dy Y= T ox

Bu tengliklar tekislikning barcha nugtalarida o‘rinli bo‘lganligi uchun,
berilgan funksiya butun tekislikda analitik bo‘ladi hamda
w' = (z%2) = 2z. <
12.7-Misol. w = zZ funksiyani analitiklikka tekshiring.
» Funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini ajratamiz
w=2zZ=(x+iy)(x —iy) = x?+ y?
u=x%+y% v=0
u_ e OU_, v v
ax " dy Y dy ox
Ko‘rinib turibdiki, Koshi- Riman shartlari fagatgina bir nugtax = 0vay =0
bo‘lgandagina bajariladi. Shuning uchun berilgan funksiya fagat bittaz = 0
nugtada diffrerentsiallanuvchi bo‘lib, f'(z) = 0. Shu bilan birga birorta ham
nuqtada analitik emas. <
Qo‘shma garmonik funksiyalar. f(z) = u(x,y) + iv(x,y) funksiya
biror D sohada differensiallanuvchi, u va v funksiyalar esa ikkinchi
tartibgacha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. (12.5) Koshi-Riman
shartlarining birinchisini x bo‘yicha, ikkinchisini y bo‘yicha differensiallab

0°u _ 0%v 0’u _ 0%v
d0x2  dydx’ dy2  0xdy
i i . . . . 0%v 9%v C e
tengliklarni hosil gilamiz. Bu tengliklarni Gya% — %3y ekanligini e’tiborga
olgan holda ayirsak
0’u 0%*u

(12.7)

0x? +6y2 =0
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tenglikga ega bo‘lamiz. Xuddi yuqoridagi kabi amallarni bajarsak, v(x,y)
funksiya ham
0%v  0%v
0x? * dy?
shartni ganoatlantirishiga ishonch hosil gilamiz
(12.7) tenglikga Laplas tenglamasi deb ataladi. Laplas tenglamasini
ganoatlantiruvchi funksiyaga esa garmonik funksiya deyiladi.

92 92
A= Ty
tenglikni

=0

ifoda Laplas operatori deb ataladi. Bunga ko‘ra (12.7)

Au=20
deb yozishimiz mumkin.

Biror D sohada analitik bo‘lgan funksiya ixtiyoriy tartibdagi hosilaga
ega bo‘lganligi uchun, uning hagigiy va mavhum gqismlari ham ixtiyoriy
tartibdagi xususiy hosilalarga ega. Demak, yuqorida keltirib chigarilganiga
ko‘ra, ixtiyoriy analitik funksiyaning hagiqiy va mavhum gismlari garmonik
funksiyalardan iborat bo‘lar ekan.

12.17-Ta’rif. Koshi-Riman shartlari bilan bog‘langan u(x, y) va v(x, y)
garmonik funksiyalar o‘zaro go ‘shma garmonik funksiyalar deb ataladi.

Umuman olganda u(x,y) va v(x,y) funksiyalarning garmonik
ekanligidan u(x, y) + iv(x, y) funksiyaning analitik bo‘lishi kelib chigmaydi.
Bu funksiya analitik bo‘lishi uchun go‘shimcha ravishda Koshi-Riman
shartlarining bajarilishi talab etiladi. Qo‘shma garmonik funksiyalar uchun
quyidagi teorema o‘rinli.

12.4-Teorema. Bir bog‘lamli D sohada garmonik bo‘lgan ixtiyoriy
u(x,y) funksiya uchun, u bilan go‘shma garmonik bo‘lgan funksiyani
Ixtiyoriy o‘zgarmas qo‘shiluvchi aniqgligida topish mumkin.

Bu teoremaning ma’nosi shundan iboratki, analitik funksiyaning haqiqiy
yoki mavhum qismini bilgan holda, ixtiyoriy o‘zgarmas qo‘shiluvchi
aniqgligida funksiyaning o‘zini tiklash mumkin.

12.8-Misol. Hagiqgiy qismi u(x,y) = In(x* + y?) tenglik bilan
aniglanuvchi analitik funksiyani toping.

» Qidirilayotgan funksiya analitik bo‘lganligi uchun, u funksiya Koshi
— Riman shartlarini ganoatlantiradi. Berilgan u(x, y) = In(x? + y?#) funksiya
uchun
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du  2x du 2y
dx  x2+ y?’ dy  x2 + y2
Koshi-Rimanning ikkinchi shartidan

dv ou . 0v 2y
—=—— yoki —=—
dx dy 0x x? + y?
Bu tenglikni x bo‘yicha integrallasak
2 X
v(x,y) =—[ " -I?]yz dx + c(y) = —2arctg; +c(y)
Oxirgi funksiyani y bo‘yicha differensiallaymiz
v 2x L
dy x2 4+ y? ¢
va Koshi-Rimanning birinchi sharti, ya’ni 3—;‘ = Z—; tenglikdan
2x 2x .
+c'(y)

x? + y? X2+ y?
ni hosil gilamiz. Bu yerdan ¢’ (y) = 0 yoki c(y) = c. Demak
X
v(x,y) = —2arctg; +c

Shunday qilib
f(z) =In(x? +y?%) — Ziarctgf + c.
Agar In(x?+y?) =2In|z| |, arctgg = g — arctg% = g — argz

ekanligini e’tiborga olsak, logarifmning ta’rifidan
X
f(2) = 2In(x? + y?) — Ziarctg; +c=2Inz + ¢

tenglik hosil bo‘ladi. <«

Hosila moduli va argumentining geometrik ma’nosi. f(z) funksiya
biror D sohada analitik bo‘lsin. z, bu sohada yotuvchi gandaydir nugta bo‘lib,
f'(zy) # 0 shart bajarilsin. Bu funksiya z tekislikni w tekislikka o‘tkazib, z,
nugtani esa w, ga akslantirsin.

Y chiziq z, nuqgta orgali, uning aksi bo‘lgan I" chiziq esa w, nuqta orqali
o‘tsin. zy + Az nuqgta y chiziq bo‘ylab harakatlanib z, ga yaginlashsin, unga
mos bo‘lgan wy + Aw nugta esa I' chiziqda w, ga yaginlashsin.

Ta’rifga ko‘ra
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£ zo)l = lim [2Y
fzo—lmAZ

bu yerda |Az| soni z, va z, + Az nugtalar orasidagi masofaga teng, xuddi shu
kabi |Aw| ham w, va wy + Aw nugtalar orasidagi masofaga teng. Demak
, |Aw |
[f'(zo)| = lim A7)
tenglikda limitning giymati z, + Az nuqgtaning z, ga ganday yaginlashishiga
bog‘liq bo‘lmasdan, ikki cheksiz kichik masofalar nisbatlariga bog‘lig ekan.
Bu munosabatning geometrik ma’nosi shundaki, funksiya analitik bo‘lgan
nugtada barcha yo‘nalishlarda masofalar cho‘zilishi bir xil bo‘lar ekan.
Shunday qilib, hosila modulining geometrik ma’nosi quyidagicha:
|f'(z9)| soni w = f(z) akslantirishning z, nuqtadagi cho Zilish
(siqilish) koeffitsientini aniqlaydi.
Unga cho ‘zilishlar o ‘zgarmasligi xossasi deb ataladi.
Hosilaning argumenti uchun

Aw
argf'(zy) = lim marg —— = lim (argAw — argAz) =

Az—0

= llm argAW — llm argAz =P -9
Aw—-0

bu yerda @ va ¢ mos ravishda F hamda y chiziglarning w, va z,
nuqtalardagi urinmalarining hagigiy o‘q musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan
burchaklari. Agar @ = @ + argf'(z,) deb yozib olsak, hosila argumentining
geometrik ma’nosi quyidagicha tavsiflanadi:

argf'(zy) burchak w = f(z) akslantirishda z, nugtada ixtiyoriy y chizig
urinmasining I" chizig urinmasiga burilish kerak bo ‘lgan burchagiga teng.
Agar arg f'(zy) > 0 bo‘lsa, burilish soat strelkasi yo ‘nalishiga garama
garshi, arg f'(z,) < 0 bo ‘lIsa soat strelkasi yo ‘nalishi bo ‘ylab.

A 'y
y ll v L1
a b 2 Lz
L
() P1 . (0P $1 .
0 X 0 u

12.7-rasm
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w = f(z) analitik funksiya berilgan bo‘lsin. a nugtada 6 burchak ostida
kesishuvchi ikkita sillig I; va I, (6 bu chiziglarga o‘tkazilgan urinmalar
orasidagi 8 = ¢, — @, burchak) chiziglarning akslari L; va L, ham silliqg
chiziglar bo‘lib, b = f(a) shart bajarilsin (12.7- rasm).

Funksiya analitik, shuning uchun ¢; = @, +argf'(a), ¢, = @, +

arg f'(a).

Demak ¢; — ¢, = ¢; — ¢,. Shartga ko‘ra ¢; — ¢, = 0, uholda ¢; —

¢, = 6.Buesab = f(a) nugtadagi L, va L, chiziglar orasidagi burchak.

Shunday qilib analitik funksiya bajaradigan akslantirishda I; va [,

chiziglar orasidagi burchak 6 bo‘lsa, ularning aksi bo‘lgan L; va L,
chiziglar orasidagi burchak ham 6 bo‘lar ekan. Unga burchaklar saglanish
xossasi deb ataladi.

12.18-Ta’rif. Burchaklar saglanishi va cho‘zilishlar o‘zgarmasligi
xossasiga ega bo‘lgan akslantirishga konform akslantirish deb ataladi.

Analitik funksiya bajaradigan akslantirish, agar f'(z,) # 0 bo‘lsa
konform bo‘ladi.

12.9-Misol. w = z? funksiya bajaradigan akslantirishda z, = 1 + i
nuqtadagi cho‘zilish koeffitsienti va burilish burchagini toping.
>w' =2z =2x+2iy
Demak w'(z,) = 2 + 2i
W' (zo)| = V22 + 22 = 24/2

argw’(zy) = arctgl = %

Shunday qilib 1+ i nugtadan o‘tuvchi silliq chiziglar w = z2
akslantirishda bir xil 2v/2 cho‘zilishga ega. Bu chiziglarning akslari w, =
(1 + i)? = 2i nugtada bir xil /4 burchakka buriladi. <«

12.4. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalarni integrallash

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalarning integrali ta’rifi. z kompleks
tekislikda yopiq yoki yopiq bo‘lmagan sillig yoki bo‘lakli sillig C yoy
berilgan bo‘lsin. Chizigning boshlang‘ich nuqgtasini z,, oxirgi nugtasini esa z
(agar chiziq yopiq bo‘lsa z, = z) deb olamiz. z, ni boshlang‘ich, z ni oxirgi
nuqta deb tanlab, C chizigda musbat yo‘nalishni tanlab oldik. f(z) funksiyani
C chizigning barcha nuqtalarida uzluksiz deb faraz gilaylik.
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C yoyni ixtiyoriy usulda n ta “elementar” yoylarga ajratamiz va bo‘linish
nuqgtalarini z, dan z ga bo‘lgan yo‘nalishda z; kabi tartib ragamlarini go‘yib
chigamiz, bu yerda z,, = z.

zZy — Zy = Az, Z, — 21 =0z, ..., z, — z,_1 = Az, belgilashlar
Kiritamiz.

Az, soni z,_; nugtadan z, nugtaga garab yo‘nalgan vektor bilan
tasvirlanadi, |Az,| esa bu vektoring uzunligi. Har bir elementar yoyda
ixtiyoriy tarzda bittadan &;, &5, ..., &, nugta tanlaymiz. (12.8-rasm) Yugoridagi
bo‘linishga asosan quyidagi yig‘indini tuzamiz

f(&)Az; + f(&)Azy + -+ + f(&p)Az, (12.8)
va A = max|Az;| kabi belgilash kiritamiz.
k y“ Zn = 2
C
& S
Zy Zq
12.8- rasm X

12.19-Ta’rif. A - 0 (n > o) da (12.8) yig‘indining limiti mavjud
bo‘lib, bu limitning giymati chizigning bo‘linish turiga va nuqgtalarning
tanlanish usuliga bog‘lig bo‘Imasa, limitning giymatiga f(z) funksiyadan C
yoy bo‘yicha olingan integral deb ataladi va

[ f@dz = lim 3, f(&)Az (12.9)
C k=1

kabi belgilanadi.
Agar C integrallash chizig‘i yopiq, ya’ni C yopiq konturdan iborat
bo‘lsa, kontur bo‘yicha integrallash yo‘nalishiga garab

$ f(2)dz, $ f(2)dz
C C

belgilardan biri go‘llaniladi.

Shuni ta’kidlab o‘tishimiz lozimki, egri chizigli integrallar kabi bu
integral ham integrallash chizig‘i silliq va integrallanuvchi funksiya uzluksiz
bo‘lganida har doim mavjud.
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Kompleks o¢zgaruvchili funksiyalar integrallarining xossalari.
Kompleks o‘zgaruvchili funksiya integrali ta’rifidan ko‘rinib turibdiki, uni
haqgigiy o‘zgaruvchili funksiyaning egri chizigli integraliga olib kelish
mumkin. Hagigatan, haqgigiy o‘zgaruvchilarga o‘tsak,

z=x+iy, f(2) =ulx,y)+iv(x,y)
tengliklarni e’tiborga olgan holda
{ f(2)dz = { [u(x,y) + iv(x,y)](dx + idy)
yoki
[ f(@)dz = [u(x,y)dx —v(x,y)dy +if v(x,y)dx + u(x,y)dy (12.10)
Cc Cc Cc

tenglikni hosil gilamiz.

Demak, kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning integrali ikkita egri
chizigli integrallar yig‘indisiga kelar ekan. Shuning uchun egri chizigli
integrallardan kelib chigadigan bir nechta xossalarni isbotsiz keltiramiz,

1. { [f1(2) £ f2(2)]dz = { f1(2)dz + { f2(z)dz,
2. [ kf(2)dz = k[ f(2)dz,
Cc C

bu yerda k — const;
3. Agar C — geometrik jihatdan C bilan ustma ust tushib, lekin unda
yo‘nalish garama garshi bo‘lsa, u holda

| = —{f(Z)dZ;

Cc
4. Agar C yoy Cy, C,, ..., C, yoylardan tashkil topgan bo‘lsa, u holda

{f(z)dz = Cff(z)dz+cff(z)dz+ e Cff(z)dz;
5. [ dz = z — z,; "
C

6. Agar C yoyning barcha nugtalarida |f(z)|] < M tengsizlik o‘rinli
bo‘lib, C yoyning uzunligi [ ga teng bo‘lsa, u holda

[ f(2)dz| < Ml
C

Bu xossalar integralning ta’rifidan bevosita kelib chigadi, shuning uchun
ularning isbotiga to‘xtalib o‘tirmaymiz.
Kompleks o‘zgaruvchili funksiya integralini hisoblash. Agar C chiziq
x = x(t),y = y(t) parametrik tenglamasi bilan berilgan bo‘lib, chizigning
boshlang‘ich va oxirgi nugtalari t = a,t =  parametrlarga mos kelsa, u
holda

264



B
{ f(z)dz = £ f(z(6))z' (t)dt, (12.11)

bu yerda z(t) = x(t) + iy(t).
Xususan, agar chizig y = y(x),a < x < b ko‘rinishdagi tenglama bilan
berilgan bo‘lsa, u holda (12.11) formula quyidagicha bo‘ladi
b

{f(z)dz = gf(x + iy(x))(l +iy'(x))dx

12.10-Misol. Ushbu [ Zdz integral xisoblansin, bu yerda C — chiziq
Cc

z=0 va z=1+1i nuqgtalarni tutashtirib turuvchi y = x to‘g‘ri chiziq
kesmasidan iborat.
» Agar bu integralda hagiqgiy o‘zgaruvchilarga o‘tsak

1
[zdz=[(x—iy)d(x+iy) =1 —i®>)[ xdx =1
c c 0

hosil bo‘ladi. <

12.20-Ta’rif. Agar
®'(2) = f(2)

tenglik o°rinli bo‘lsa, ®(z) funksiya f(z) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasi deb ataladi

Haqgigiy o‘zgaruvchili funksiyalar uchun o‘rinli bo‘lgan Nyuton-
Leybnits  formulasini  kompleks o‘zgaruvchili ~ funksiyalarga ham
ko‘chirishimiz mumkin.

12.5-Teorema. Agar f(z) funksiya z, va z; nugtalarni o‘z ichiga
oluvchi D sohada analitik bo‘lsa, u holda Nyuton-Leybnis formulasi o‘rinli:

f f(2)dz = ®(zy) — P(zp), (12.12)

bu yerda ®(z) funk3|ya f (2) ning biror boshlang‘ich funksiyasi.

Endi biz ko‘pchilik integrallarni hisoblashda muhim bo‘lgan ikkita
xossani keltiramiz.

12.6-Teorema. f(z) va g(z) biror bir bog‘lamli D sohada analitik
funksiyalar, z, va z; bu sohaning ixtiyoriy nuqtalari bo‘lsa, u holda quyidagi
bo‘laklab integrallash formulasi o‘rinli

f f@g'(2)dz = [f(2)g(2)] | - f 9(2)f'(z)dz (12.13)
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12.7-Teorema. z = @(w) analitik funksiya S chizigni o°‘zaro Dbir
giymatli ravishda w tekislikdagi I" chiziqga akslantirsin, u holda

{f(Z)dZ = {f(ql(W) o' (w)dw (12.14)

Eslatma. 1. Agar integrallash yo‘li aylana yoki uning biror yoyidan
iborat bo‘lsa z — z, = pe'® kabi almashtirish bajarish magsadga muvofig.

2. Agar integrallash chizig‘i yopiq konturdan iborat bo‘lsa, haqgiqiy
o‘zgaruvchili funksiyalar integrallaridagi kabi ¢ belgilashdan foydalanamiz.

12.11-Misol. a) Quyidagi integralni hisoblang:

1+i

I= [ zdz

1
» Integral ostidagi funksiya analitik bo‘lganligi uchun (12.12) formulaga
ko‘ra

1+ Zzl+i 21— 1
_ _ _ N 2 _
I—flzdz——2 ——2((1+l) —1) = >

1
b) Agar C integrallash chizig‘i |z| = 1,0 < argz < = aylana yoyidan
iborat bo‘lsa, quyidagi integralni hisoblang
[ (2% + z2)dz
Cc

Chiziq birlik aylanadan iborat bo‘lganligi uchun z = e'?, dz = ie‘?d6
kabi almashtirish bajaramiz, u holda
T o . T o . 1
| (e?® +1)ie?do = if (€3 + e)do (§e3”9 + e‘g)
0 0

_83in+ein_1_1 __§
. 3 3 3
C) f\/—g integral hisoblansin. Bu yerda C chiziq |z| = 1 aylananing
c

yugori yarim yoyi. Integral ostida ildizning +1=—1 shartni
ganoatlantiruvchi tarmog‘i olinsin.
Bu integralda ham z = e'?, dz = ie'?d# kabi almashtirish bajaramiz va
, 9
V1 = —1 shartdan v/ ei® = e’ ) ni hosil gilamiz. U holda
dz T ie'%de mo(0_ (O_ "
— = =i oz a9 = 201E7)| = 2(1—1)
C \/_ 0 e <2+7T> 0 0
qiymatni hosil gilamiz. <

266



12.12-Misol. ¢ |z|zdz integralni hisoblang, bu yerda C —yopiq kontur
Cc

bolib, |z| =1 aylananing yuqori yarim qismi va —-1<x<1,y=0
kesmadan iborat. Integrallash yo‘nalishi soat strelkasi harakatiga garama-
garshi yo‘nalishda.

» Berilgan integralni ikkita integralning y4
yigindisi ko‘rinishida tasvirlaymiz. 1

Birinchisini [z| =1 aylananing yugori
yarim gismi bo‘lgan €™ chiziq bo‘yicha, 4
ikkinchisi esa Ox o‘gning A(—1,0) va B

- a - 0 ¢
B(1,0) nugtalarini tutashtiruvchi € kesma 1 15 0-rasm 1 x
bo‘yicha olamiz (12.9-rasm): '

¢ |z|zdz = [ |z|zdz+ [ |z|zdz.
C c@ c(2)

Ularning harbirini alohida hisoblaymiz. Birinchi integraldagi ¢(» yarim
aylana z = e',0 < t < m parametrik tenglamaga ega. U holda z = e,
|z| = 1 vadz = ie‘*dt bo‘ladi. Shuning uchun

Vs A
[ |z|zdz = [ 1-e"tieltdt = if dt = mi.
0

c@ 0
—X, —-1<x<0, L
C® kesmada 7 = x va |z| = |x| = { ;C Zggaarr 0 < xxg | ekanligini
inobatga olsak
0 1 x31° x3! 1
[zlzdz = [ (=x)xdx + [xxdx = ——| +—| =—=+==0
c®@ -1 0 31, 31, 3 3

giymatga ega bo‘lamiz.
Hisoblangan integrallarning giymatlarini yugoridagi tenglikga qo‘yib
¢ |z|zdz = in
Cc
berilgan integralning qiymatini hosil qilamiz. <
Koshi teoremasi.

12.8-Teorema (Koshi). Agar f(z) funksiya C yopiq kontur bilan

chegaralangan bir bog‘lamli D soha va uning chegarasida analitik bo‘lsa, u
holda

¢ f(2)dz =0 (12.15)
C
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» f'(z) funksiya D sohada uzluksiz bo‘lsin. f(z) funksiya analitik
bo‘lganligi uchun uning hagigiy va mavhum gismlari uchun Koshi-Riman
shartlari bajariladi

Ju dJdv OJv du

dx 9y odx  dy

(12.10) formulaga ko‘ra
gfff(z)dz = 99u(x, y)dx —v(x,y)dy + ifff v(x,y)dx + u(x,y)dy
C C C

tenglik o‘rinli. Egri chizigli integrallar nazariyasidan ma’lumki, Koshi-
Rimanning ikkinchi shartiga ko‘ra

¢ ux,y)dx —v(x,y)dy = 0
C

birinchi shartiga ko‘ra

fﬁ v(x,y)dx +u(x,y)dy =0
C

Demak
¢ f(z)dz = 0. <
C

Eslatma. Koshi teoremasi ko‘p bog‘lamli sohalar uchun ham o‘rinli.
Bunday holda C bir necha yopiq konturlar birlashmasidan iborat bo‘ladi.

Koshi integrali. Koshining integral formulasi. Yuqorida isbot etilgan
Koshi teoremasidan kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar nazariyasining eng
muhim formulalaridan biri- Koshining integral formulasi kelib chigadi.

12.9-Teorema. f(z) funksiya bir bog‘lamli D soha va uning musbat
orientirlangan chegarasi C chiziqda analitik bo‘lsin. U holda D sohaning
ichida yotuvchi ixtiyoriy z, nugta uchun

1
Fze) = —¢ 1) g,

2Mi'c Z — Zg

(12.16)

formula o‘rinli.
» z, nugtani o‘z ichiga oluvchi radiusi p
ga teng bo‘lgan shunday y aylana olamizki
T : Y
|z — z,| < p doirato‘laligicha D sohada yotsin. r
Koshi teoremasiga ko‘ra (12.10- rasm) D
1 ¢ f& 1 ¢ @ .. _, 12.10-rasm
2T c Z — Zy 2Ty~ Z — Z
Bu yerda y~ chizigning manfiy orientirini, ya’ni soat strelkasi bo‘ylab
yo‘nalishni anglatadi. Integrallarning 3- xossasiga ko‘ra
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99 1@ Sﬁ 1@

2mic z — Zo ~ 2mi v Z— ZO (12.17)
Demak (16) formulani y kontur uchun isbotlash etarli.
f(2) . _c f(2) _
%Z_Zodz me(zo)—g\f(fz dz — f(z 0)%2_20 =
Z— Z
Oxirgi integralda f (z) uzluksiz bo Iganligidan lm% w =0
p- —Zo
yoki
limé f(z) = f(20) dr = 0

p—>0y Z — Zy
Shuning uchun (12.18) tenglikda p — 0 limitga o‘tsak, tenglikning chap
tomonidagi integral (12.17) ga asosan p ga bog‘lig bo‘Imaganligi uchun

¢ /@) dz — 2mif(zy) =0
Yy £~ 20
yoki (12.16) tenglikni hosil qilamiz. <

(12.16) tenglikning o‘ng tomonida turgan integralga Koshi integrali,
tenglikning o‘ziga esa Koshining integral formulasi deb ataladi. Koshi
integralini hisoblash uchun f(z) funksiyaning soha chegarasidagi giymatini
bilish kerak.

O‘z navbatida Koshining integral formulasi, agar funksiyaning soha
chegarasidagi giymatlari ma’lum bo‘lsa, uning ixtiyoriy ichki nugtasidagi
giymatini hisoblash imkonini beradi.

Eslatma. Koshining integral formulasi ko‘p bog‘lamli sohalar uchun
ham o‘rinli bo‘lib, bu holda integral bir nechta integrallarga ajralib ularning
barchasida chiziq bo‘ylab yurilganida soha chap tomonda goladi.

yu yﬂ

@6x<

12.11-rasm 12.12-rasm

QS
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12.12-Misol. Koshining integral formulasidan foydalanib

integralni hisoblang

72

e
dz

$

c z% — 6z
Agar
1) C:lz=2|=1
2) C:lz—2|=3
3) C:lz—2|=5
bo‘lsa.
» 1)|z — 2| < 1 yopiq doirani garaymiz.
Bu sohada integral ostidagi funksiya analitik (12.11- rasm), shuning

uchun Koshi teoremasiga ko‘ra,

72

dz=0

|z—2|=12% — 62

2) |z — 2| = 3 aylananing ichida, maxraj nolga aylanadigan bitta nuqgta
bor (12.13- rasm). Bu z =0 nuqgta, shuning uchun Koshining integral

formulasiga ko‘ra
2 e
dz = Z=6 _ 21if (0) = 2mi =
1z-2|=3 z%2 — 6z |Z_Ef|=3 VA f(0) 0—6 3
3) |z — 2| = 5 chizigning ichida maxraj nolga aylanadigan ikkala

nugtaz =0 vaz =6 larham yotadi (12.12- rasm), shuning uchun
2 2 2

VA

e Tl

e’ 1 . e“ e’? e30 1
%22—62612 6%;2—6612 %; " dz Tl c m6
1
= §T[l'(836 —1) y4
bo‘ladi. <«

12.13-rasm
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12.10-Teorema. f(z) funksiya bir bog‘lamli D soha va uning musbat
orientirlangan chegarasi I" chiziqda analitik bo‘lsin. U holda ixtiyoriy natural
n soni uchun quyidagi formula o‘rinli

£ (z,) = n! P f(2)dz

2miT (z — zy)"t1
buyerdaz, € D,z €T.

Bu formulaga yuqgori tartibli hosilalar formulasi deb ataladi. Uni hosil
gilish uchun (12.16) Koshining integral formulasini z, ni o‘zgaruvchi deb
garab n marta differensiallash etarli. Bu yerda z, nugta ixtiyoriy tanlanganligi
uchun, analitik funksiya ixtiyoriy tartibdagi hosilaga ega degan xulosa kelib
chigadi. Yugqori tartibli hosilalar formulasi yordamida ba’zi integrallarni
hisoblash mumekin.

12.13-Misol. Quyidagi integralni hisoblang.
COS Z

(12.19)

dz
Iz]l=1 Z3

» Bu misolda f(z) = cosz, z= 0 nugta esa garalayotgan chizigning
ichida yotadi, shuning uchun (12.19) formulaga asosan integral

COS Z g Zni( X Zni( ) _
z=——{_(cosz =— (1) =-m
IzZ=1 Z3 2! z=0 2

giymatga teng bo‘ladi. <«
12.14-Misol. Quyidagi integralni hisoblang.
Z
|Z—f|=6 (Z - Z)Z(Z + 4) 4
» z = 2 nugta integrallash chizigi |z — 3| = 6 aylananing ichida, z =
—4 esa tashqarisida yotadi. Shuning uchun integral ostidagi funksiyani shakl
almashtirib (12.19) formulani go‘llaymiz va natjada:

Z

z 4
dz = Ldz —
Iz-%g|=6 (z—2)*(z+4) z-3|=6 (z — 2)*
2l Z N’ _ 4 21Tl
=— ( ) = 2mi > =
1 \z+4/|,_, (z+4)%1,_, 9

qiymatni hosil gilamiz. «
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12.5. Qatorlar va maxsus nuqtalar

Sonli qatorlar. Hadlari kompleks sonlardan iborat bo‘lgan qatorni
kompleks sonlar gatori deb yuritiladi.
Agar quyidagicha kompleks sonlar gatori garalayotgan bo‘lsa

Z (an +ifn) =

= (ay +if1) + (oc2 +iBy) + -+ (ap +iBy) +- (12.20)
haqigiy sonlar gatorida bo‘lgani kabi (12.20) gatorning dastlabkl n ta hadining
yigindisi uning xususiy yig‘indisi deb atalib,

n

Sn= % (ax +iBy)
k=1

bilan belgilaymiz.

Ta’rifga ko‘ra n cheksizga intilganda hususiy yig‘indilar biror chekli
limitga ega bo‘lsa, uni (12.20) qatorning yig‘indisi deb atalib, (12.20)
gatorning o‘zini yaginlashuvchi, aksincha esa uzoqlashuvchi deb ataladi.

12.11-Teorema. (12.20) kompleks sonlar gatori yaginlashuvchi bo‘lishi
uchun, uning hadlari haqgigiy va mavhum qismlaridan tuzilgan

Zanva Zﬁn

hagiqgiy sonlar gatorlari bir vaqtda yaqlnlashuvchl bo‘lishi zarur va etarli.
» Zarurligi. Faraz gilaylik (12.20) gator yaqginlashuvchi bo‘lsin. U holda
ta’rifga ko‘ra

n n n
lim S, = lim Y (ay +if;) = lim Y a, +ilim ) B
n—->00 n—)00k=1 ‘n—)OOk=1 ‘n—)OOk=1
chekli son bo‘lishi kerak. Bu yerdan tenglikning o‘ng tomonidagi ikkala limit

ham chekli bo‘lishi zarurligi kelib chigadi.
Yetarliligi. (12.20) gatordan tuzilgan quyidagi
Yap=a;+a,+ ot a, + o
ngol
Zlﬁn =B +B+ -+ P+
n=
haqigiy sonlar gatorlarining har biri alohida-alohida yaginlashuvchi gatorlar
bo‘lsin. U holda agar ularning xususiy yig‘indilarini mos ravishda o,, va t,,
orgali belgilasak, quyidagilarni yozish mumkin bo‘ladi:
lim g,, = o (chekli) va lim t,, = t (chekli)
n—oo n—-oo
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Shuningdek agar S,, = a,, + it,, ekanligini nazarda tutsak
lim S,, = lim (o, + it,) = o + it (chekli)
n—>00

n—->0o

Demak (20) gator yaqinlashuvchi ekan. <
12.21-Ta’rif Agar (12.20) kompleks sonlar gatoriga mos keluvchi

quyidagi
(0]
2 lan +iBnl = lag + ] + laz +ifo| + -+ ay + Bl + -

n=1
gator yaginlashuvchi bo‘lsa, (12.20) gatorning o‘zini mutlag yaginlashuvchi
gator deb yuritiladi.

Eslatma. Kompleks hadli qatorlarga hagigiy hadli gatorlar uchun
go‘llanilgan vyagqinlashish belgilarini qo‘llash mumkin bo‘lib, bu holda
kompleks hadli gatorlar mutlaqg yaginlashishga tekshiriladi.

12.15-Misol. Quyidagi gatorni yaginlashishga tekshiring

© cosin
n=1 2"

» Trigonometrik funksiyalarning aniglanishidan cosin = (e™ +e™)/
2 bo‘ladi. Qator yaginlashishining Dalamber belgisiga ko‘ra
Cni1 en+1 + e—n—l 2.9n

lim = lim . =
n-o | ¢, n-oco 220+l en 4+ e
 (e+e™? ) e
= lim ==>1

now 2(1 +e~2n) 2

Demak qator uzoqlashuvchi. <

Darajali gatorlar. Hadlari kompleks o‘zgaruvchili funksiyalardan
iborat

fo(2) + fi(2) + -+ fu(2) + - (12.21)
gatorga funktsional gator deyiladi.

Bu ko‘rinishdagi funktsional gatorlar haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar
gatorlari bilan bir xossalarga ega bo‘lganligi uchun biz ularni goldiramiz (XI
bob). Funktsional gatorlarning muhim xususiy hollaridan biri darajali gatorlar
bo‘lib, bunday gatorlar kompleks tekisligida garaladi.

Y cpz" =cy+ 1z + cpz% + -+ ez + o (12.22)
n=1

ko‘rinishdagi qatorga darajali qator deyiladi, bu yerda c,, — o‘zgarmas
kompleks son. Bu gator z ning ba’zi qiymatlarida yaqinlashuvchi, ba’zilarida
esa uzoglashuvchi bo‘ladi. Demak, kompleks tekisligi ikki gismga ajralib,
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uning bir gismida qator yaginlashadi, ikkinchisida uzoglashadi. Darajali
gatorlarning vyagqinlashish sohasini aniglaydigan quyidagi teoremani
keltiramiz.

12.12-Teorema. (Abel) Agar (12.22) darajali gator biror z, + 0 nuqtada
yaginlashsa, u holda bu gator |z| < |z,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
z nugtalarda yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha (12.22) qator biror z, da
uzoglashuvchi bo‘lsa, |z| > |z,| tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha z
nuqgtalarda uzoglashuvchi bo‘ladi.

Abel teoremasidan (12.22) darajali qatorning yaqginlashish sohasi
doiradan iborat ekanligi kelib chigadi, chunki tekislikda |z| < |z,| soha
markazi nolda radiusi |z,| ga teng bo‘lgan doirani ifodalaydi. |z,| sonlarining
eng kattasiga darajali gatorning yaqinlashish radiusi deb atalib, uni

. Cn
R 111_{{)10 - lim \/_ (12.23)

formulalar yordamida hisoblanadi. |z] < R sohaga darajali gatorning
yaqginlashish doirasi deb ataladi.

|zo| = R aylana ustidagi nuqtalarda gator yaginlashishi ham uzoglashishi
ham mumkin. R = 0 da gator fagatgina z = 0 nuqgtada yaqinlashadi, R = oo
da esa kompleks tekisligining barcha nugtalarida yaginlashadi.

12.16-Misol. Quyidagi darajali gatorning yaqginlashish sohasini toping.

Y (142"
n=1
»1+i= \/E(cos% + isin%) bo‘lganligi uchun
nm nm
c,=A+D" = \/ﬁ(cosj + isinT), lc,,| = V2n

Demak (23) formulaga ko‘ra
1 V2
= lim

1
no Ayl o m vz 2
Shunday gilib gatorning yaginlashish sohasi markazi nolda radiusi R =
v2/2 bo‘lgan doiradan iborat. <
Abel teoremasidan quyidagi bir necha muhim natijalar kelib chigadi.
1-Natija. Yaginlashish doirasining ichida darajali gator analitik
funksiyaga yaqginlashadi.

274



2-Natija. Darajali gatorni yaginlashish doirasi ichida ixtiyoriy marta
hadlab differensiallash va integrallash mumkin bo‘lib, hosil bo‘lgan
gatorlarning yaginlashish radiusi berilgan gator yaginlashish radiusiga teng.
Eslatma. (12.22) darajali gator bilan birgalikda
Yspuz—a)"=cp+ci(z—a)+c;z—a) 4+ Fcpz—a)t + -

n=1
ko‘rinishdagi gatorlar ham darajali gatorlardir. Ravshanki, u ham doirada
yaginlashuvchi bo‘lib, yaginlashish radiusi (12.23) formulalar bilan topiladi.
Yaginlashish sohasi |z — a| < R doiradan iborat.

Teylor qatori. Markazi z =a nuqgtada bo‘lgan C aylana bilan
chegaralangan D doira ichida bir giymatli analitik f(z) funksiyani garaymiz.
Bu funksiyani z = a nuqta atrofida darajali qatorga yoyamiz. z nugta D doira
ichida ixtiyoriy joylashgan bo‘lsin (12.14 rasm).

» D doiraning ichida markazi a nugtada bo‘lgan shunday C’ aylana
olamizki, z nugta uning ichida yotsin. Agar & nugta C’ aylananing ustidagi
Ixtiyoriy nugta bo‘lsa, u holda Koshining integral formulasiga ko‘ra

f(2) = ! J f)df (12.24)

27Tic’ f—Z

12.14 - rasm
;Z kasrni quyidagicha shakl almashtiramiz
1 1 ~ 1
—z &—a—-(z—a) Z—a
sTr smamlma) (E_a)(l_f—a)

|€ —al modul C' aylananing radiusiga teng, |z —a| modul esa z
nugtadan a nugtagacha bo‘lgan masofaga teng bo‘lib, |¢ — a| dan kichik,

shuning uchun |§%Z| < 1. O‘z navbatida % ifodani C' aylananing ichida
&—a
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joylashgan ixtiyoriy z nugtada yaginlashuvchi cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiyaning yig‘indisi deb garash mumkin:

1 _1+z—a+(z—a>2+ +<z—a>"+

1_Z—a_ §f—a §f—a §f—a (12.25)
§—a

O‘zgarmas z uchun |§:—Z| = ¢ kattalik C’aylanada o‘zgarmas son

bo‘lganli uchun (12.25) gator bu aylanada ¢ ga nisbatan yaginlashuvchi
bo‘ladi. Shuning uchun (12.25) gator hadlarining modullari
1+q+q*+-+q"+-
gator hadlari bilan ustma-ust tushadi.
Demak, oxirgi gator (12.25) gator uchun majoranta bo‘ladi. Oz
navbatida darajali gatorlarning xossalariga ko‘ra (12.25) gatorni biror songa
hadlab ko‘paytirish, uni hadlab integrallash mumkin bo‘ladi. Yugoridagilarga

asosan (12.25) tenglikning ikkala tomonini ];(%2 nisbatga hadlab
ko‘paytiramiz, natijada
[©) _f©)  c-af©)  C-af@,

-z §&-a (-a)? ¢ —ayn*t
gatorga ega bo‘lamiz. Agar bu gatorni Zim ga ko‘paytirib, C’ chizig bo‘yicha
hadlab integrallasak, f(z) funksiyaning z —a ning darajalari bo‘yicha
gatorga yoyilmasini hosil gilamiz

L f©ds zma . fOd | Goat o f@)d

fe) = 2miz §—a @ 2mi o (E-a)? 2mi ¢ (§—a)™*t
-|— cee —
=cot+ciz—a)+c,(z—a)>+-c,(z—a)* + -
bu yerda
! / f(§)ds (n=012..) (12.26)

T o ¢ (§—a)m*!
Shunday qilib quyidagi teoremani isbot qildik. <
12.13-Teorema. Agar f(z) markazi z = a nuqgtada bo‘lgan D doira
ichida bir giymatli analitik funksiya bo‘lsa, u holda bu funksiyani D doirada
yaginlashuvchi bo‘lgan darajali qatorga yoyish mumkin bo‘lib, uning
koeffitsientlari (12.26) formulalar bilan hisoblanadi.
Yuqorida hosil qilingan gatorda, uning (12.26) koeffitsientlarini

hisoblashda C' chiziq sifatida, D doiraning ichida yotuvchi markazi z = a
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nuqtada bo‘lgan ixtiyoriy aylana yoki a nugtani o‘z ichiga olib uni bir marta
aylanuvchi ixtiyoriy yopigq konturni olishimiz mumkin. Chunki Koshining
integral formulasiga asosan integralning qiymati kontur tanlanishiga bog‘lig
emas.

Agar (12.19) yugqori tartibli hosilalar formulasini e’tiborga olsak

_ 1 f@ds
CO_Zﬂi&f’ E_a —f(a),
oL @ M@
" 2mipr (8§ —a)ntt n!
tengliklarga ega bo‘lamiz. Ular yordamida matematik analizdan ma’lum
bo‘lgan Teylor formulasini hosil gilamiz

f'(a@) f(a)

(n=012..)

f@=f@+—~ G- +——@Ez-a)+ -+
(n)
_|_f n'(a) (z—a)™ + - (12.27)
a = 0 bo‘lsa, ma’lum bo‘llgan Makloren gatorini hosil gilamiz
! 17 (n)
@ =y + 10, O o 7O (12.28)

1! 2! n!
Makloren formulalardan foydalangan holda ba’zi elementar
funksiyalarning darajali gatorlarga yoyilmasini keltirib chigarish mumekin.
Buning uchun funksiyani bevosita (12.28) formulalarga qo‘yish etarli:
z? z A
e =14zttt ot

2! 3l
Z3 ZS 2n—-1

i -y — 1 ... —_qyn-1__ 4 ..
sinz =z — -, + 2] + (—1) (2n—1)!+
2

Z2 4 n

_— — — — — 0 0 ® — n
cosz=1 2!+4! + (—1) )]

ala—1)
1+ 2)* = 1+az+Tz2 +
a(a—D(@=2)(a—n+1)
LGRS Gl il ) n
Bu gatorlarning birinchi uchtasi kompleks tekisligining barcha
nuqgtalarida yaginlashuvchi bo‘ladi, oxirgisi esa binomial gator deb atalib
|z| < 1 doirada yaginlashuvchi bo‘ladi.

Xususiy @ = —1 bo‘lgan holda binomial gator
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=1—-z+z*-22+ -+ (-D)"2" + -

1+z
ko‘rinishni oladi.
12.17-Misol.  f(z) =1/(1 —3z) funksiyani z—1 ayirmaning
darajalari bo‘yicha gatorga yoying.
» Berilgan funksiyaning ko‘rinishini o‘zgartiramiz:
1 1 1 1

=15, 3=~ 2

1+ % (z—1)
Yuqorida keltirilgan 1/(1 + z) funksiyaning yoyilmasida z o‘rniga ; (z—1)
ifodani qo‘ysak

1 1 2 3

—= 1——(z—1)+3 (z—1)%— > (z—1)3+--- =
5—3z 2 B

1 32 33
——+—(z—1)——(z—1)2+ s (z—1)°+

yoyilmani hosil qllamlz Bu qator

‘3( 1)‘<1 oki |z —1] <2
2 ¥ y z 3

bo‘lganda yaqinlashadi, ya’ni qatorning yaqinlashish radiusi R = 2/3
bo‘ladi. «
Loran gatori.

(0]

nzz_oocn(z -t = nzlm + Z cn(z—a)™  (12.29)

ko‘rinishdagi qatorga Loran qatori deb ataladl bu yerda a, c,, - kompleks

sonlar, z -kompleks o‘zgaruvchi.

(0] C—Tl
2o (12.30)
gatorning bosh gismi,

§2 cn(z—a)" (12.31)
n=0

esa to ‘g ‘ri gismi deyiladi.

Ravshanki, (12.29) gator yaginlashuvchi bo‘lishi uchun (12.30) va
(12.31) qatorlar bir vaqtda yaginlashuvchi bo‘lishi kerak. (12.31) darajali
gatorning yaginlashish sohasi doira bo‘lib, uning radiusi (12.23) formula bilan
hisoblanadi. (12.30) gatorning yaginlashish sohasini topish uchun bu gatorda
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1 — cn
G-ar °
almashtirish bajaramiz va
Zlc—nE"
n=
ni hosil gilamiz. U bizga ma’lum darajali qator bo‘lib uning yaginlashish
radiusini

1
— = lim
'r n—->o0o

C_n

_ 1
= lim
e el

C—n-1
formula bilan hisoblanadi. Demak, agar
L1 yoki |z—a|>r

|z—al| r
bo‘lsa, (12.30) gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

Yuqorida ta’kidlaganimizdek, Loran qatori yagqinlashuvchi bo‘lishi
uchun uning to‘g‘ri va bosh gismlari bir vaqda yaginlashuvchi bo‘lishi kerak.
r < R bo‘lsa (12.30) va (12.31) gatorlarning umumiy yaqinlashish sohasi
mavjud va Loran gatori

r<l|z—al <R

xalgada yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Agar r > R bo‘lsa Loran gatori bironta ham nuqtada yaginlashmaydi.
r = R bo‘lganida Loran gatori aylananing ba’zi nuqtalarida yaqinlashuvchi,
golgan nugtalarida uzoglashuvchi bo‘lishi mumkin.

12.18-Misol. Quyidagi gatorning yaginlashish sohasi aniglansin.
o (54+12i))" © (z-50)"
X —+ ) ——
n=1 (Z — 5l)n n=o0 17m
» Har bir gatorning yaginlashish sohalarini alohida aniglaymiz:

r=lim VIG + 1207 = lim |5 + 12i] = 13.

Demak, Loran gatorining bosh gismi |z — 5i|] > 13 da yaqginlashadi.

n 1
S
n—co 17n

Loran qatorining to‘g‘ri gismi |z — 5i] < 17 doirada yaginlashar ekan.
Shunday qilib berilgan gatorning yaginlashish sohasi 13 < |z — 5i| < 17
xalgadan iborat bo‘lar ekan. <

= lim [17] = 17
n—>00
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12.14-Teorema. Agar f(z) funksiya r < |z — a| < R xalgada analitik
bo‘lsa, u holda f(z) funksiyani bu xalgada yagona usulda Loran gatoriga
yoyish mumkin va uning koeffitsientlari

A f©

T 2mic (§—a)ttt
formulalardan topiladi, bu yerda C markazi a nuqtada bo‘lgan berilgan
xalganing ichida yotuvchi ixtiyoriy aylana.

» z nugtani r < |z —a| < R xalgada ixtiyoriy tanlab mahkamlab
olamiz. Bu xalgada radiuslari r <r; <R, <R tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ikkita C;. va Cg, aylanalar olamiz. Ko‘p bog‘lamli sohalar
uchun Koshi formulasiga ko‘ra

f@:zl- [LOE 1 [

Micy, §—2z 2mic; §—2

bu yerda birinchi integralda yo‘nalish soat strelkasiga garama-qarshi,
ikkinchisida soat strelkasi bo‘ylab (12.15 rasm).

dé, n=0+1+2,..

(12.32)

12.15 - rasm
Cg, aylanada |§%Z| < 1 bo‘lganligi uchun Teylor formulasi keltirib
chiqarilishida bajarilgan amallarni takrorlasak

f&) _ 1 (z—a)f () (z-a)"f ()

§—z {—a (§—a)? § —a)n*!
tenglikni hosil gilamiz. Uni Cg, aylana bo‘ylab hadlab integrallasak
1 d 0o
J RS _ Y cp(z—a)" (12.33)

2T CRl f —Z n=1

kabi darajali gator hosil bo‘lib, uning koeffitsientlari quyidagicha topiladi
1 f() _

Cp = 2ni£ Gl n=012..
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C,, aylanada esa | | < 1 bo‘lganligi uchun
1 1 1

§—z _Z—a—(f—a)_ (Z—a)(l—f_a)

) ; . zZ—a
© & —a
=_(z—a)n21<z—a>

|fodaga ko‘paytirib C,, aylanada hadlab integrallasak
1 [ f(f)df 2l

2Mi¢,, §—zZ =Nk

uni f(f)

(12.34)

bu yerda
1 f()

21 Cry (f — a)‘”“

(12.33) va (12.34) qatorlar koeffitsientlarni hisoblash formulalarida
Koshi teoremasiga asosan integrallash chiziglarini r < |z — a] < R xalgada
yotuvchi va markazi a nugtada bo‘lgan ixtiyoriy aylana bilan almashtirish
mumkin. Agar (12.33) va (12. 34) tengliklarni (12.32) formulaga qo‘ysak

F@= S a-a"+ ¥ == ¥ aE-o" (123)
n=0 z—a)" pile
kabi Loran gatoriga yoyllmanl hosn gilamiz. Bu yerda
Cp = . &) dé n=0+14+2
"o 2mic (§—a)ntt T

C chiziq r < |z —a| < R xalgada yotuvchi va markazi a nugtada bo‘lgan
aylana.

Bu yerda ham C aylanani r < |z — a| < R xalgada yotuvchi va a nuqta
ichida bo‘lgan ixtiyoriy yopiq kontur bilan almashtirish mumkin. <

12.19-Misol. f(z) = 1/(z + 2) funksiyani z = 0 nuqtaning atrofida
darajali gatorga yoying.

» Berilgan funksiyaning n tartibli hosilasi formulasini topamiz

n — 1 (n) — -11(n) —
fO@ = () =+ =
=(-1D-(-2): .- () - (z +2)7"7,

hamda bu hosilaning nol nugtadagi giymatini topamiz
f™0) = (-1)"-nl27""?

Cop = dé, n=12,..
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(n)
U holda ¢,, = ! n'(o) = (—1)™ - 271 ekanligini nazarda tutsak, funksiyaning
Teylor gatoriga yoyilmasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi

f(z) = — § (-Dr-27"2 2" = § (_1)nzn
z+2 n=o n=o 2"*1
Bu gatorning yaqinlashish radiusini topamiz
1 1
R = - = — =2
lim 1/C, 11m V(=Dn2n-D 271 lim V271
n—-oo —00 n—-oo

Demak, gatorning yaqmlashish sohasi |z| < 2 doiradan iborat ekan. <
12.20-Misol. f(z) = (zzi ¥ funksiyani 0 < |z — 1| < 2 xalgada Loran

gatoriga yoying.

» Berilgan f(z) funksiyani (z — 1) ning musbat va manfiy darajalari
bo‘yicha yig‘indisi ko‘rinishida ifodalashimiz kerak. Buning uchun funksiyani
quyidagicha shakl almashtiramiz

1 _1( 1 1 )2_
(z2-1)2 4\z—1 z+1)

_ 1( 1 1 N 1 N 1 )
C4\(z=-12%2 z-1 z4+1 (z+1)2)
Birinchi ikkita had kerakli ko‘rinishga ega. Qolgan hadlarni shakl
almashtiramiz.
|z — 1] < 2 bo‘lganligi uchun
1 1

z+1 z—1+2

+Z—1_

(- (5 e (Y )

To‘rtinchi hadni shakl almashtlramlz
()]
(z + 1)2 4

bu yerda ham |Z%1| < 1 bo‘lganligi uchun, binomial yoyilmadan foydalanib
gatorga yoyamiz

1 21[1_2_2—1+—2(—2—1)<z—1)2+

1
"2

(z+1)2 4 2 2! 2
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, 22 -1)(=2-2) (Z - 1>3 n ]

3! 2
Barcha yoyilmalarni f(z) funksiyaga go‘ysak
() = — _1( 1 t 1, 1 )_
1@ =z = 1\ - e z—1 z+1 z+1)2)
1 ( 1 1 ) 3 ( D + ( 12—
“2\z-1D2 z-1)"16 8Z z
- _ 3
e (z 1)° +

ko‘rinishdagi Loran qatoriga yoyilmani hosil gilamiz. <«

Yakkalangan maxsus nuqtalar.

12.22-Ta’rif. Agar

f(20) =0, f'(20) =0,..., f" D (z0) =0, f™(z,) # 0
munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, z, nuqgta f(z) funksiyaning n — tartibli noli deb
ataladi, van = 1 bo‘lsa, z, oddiy nol deyiladi.

Masalan, z, = 0 nugta f(z) = sin z funksiya uchun oddiy nol, ¢(z) =
z sin z funksiya uchun esa ikkinchi tartibli nol bo‘ladi.

12.15-Teorema. z, nuqta f(z) analitik funksiyaning m tartibli noli
bo‘lishi uchun funksiyani z, nugtaning atrofida

f(2) = (z—20)™¢(2)

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lishi zarur va yetarli. Bu yerda ¢(z)
funksiya z, nugtada analitik va ¢ (z,) # 0.

» f(z) funksiya z, nugtaning atrofida analitik bo‘lganligi uchun uni
darajali gatorga yoyish mumkin

14 7
F@ = )+ 52 - )+ 2(,")
(n)
f ( 0) (2 —20)" +

Agar z, nugta m tartibli noI bo Isa, yugoridagi yig‘indida dastlabki m — 1 ta
had nolga teng bo‘ladi. U holda

_ f(m)(zo) f(m+1)(zo)
@ ==t T

(m) (m+1)
! m(!ZO) f(m + (12)?) (z=2z0) + | = (2= 2)"0(2)

(z —2z9)% +

(2 = 2g)™ 4 e =

= (z —z)™
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bu yerda, ¢(z) funksiya z, nugtada analitik va ¢(zy) # 0. Teskari tasdiq
f(2) =(z—2z))"¢(2)

funksiyadan bevosita hosila olish bilan tekshiriladi. <

12.23-Ta’rif. Agar z = z, nugtaning shunday atrofi mavjud bo‘lib, bu
atrofda funksiya z = z, nugtadan tashgari barcha nuqtalarda analitik bo‘lsa,
Zy nugta f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi deyiladi.

z = z, yakkalangan maxsus nuqta bo‘lsa, yuqorida isbot gilingan
teoremaga ko‘ra f(z) funksiyani 0 < |z — zy| < R xalgada

f2)= X cn(z—20)"

n=-—oo
ko‘rinishda Loran gatoriga yoyish mumkin. Bu yoyilmaning bosh gismi uchun
uch xil holat bo‘lishi mumkin:
a) Loran gatorida z — z, ning manfiy darajalari ishtirok etmaydi;
b) Yoyilmaning tarkibida z — z, ning chekli sondagi manfiy darajalari ishtirok
etadi;
s) Yoyilmada z — z, ning cheksiz sondagi manfiy darajalari ishtirok etadi
Yugoridagilarga ko‘ra funksiyaning maxsus nugtalari uch turga
bo‘linadi. Biz bu hollarning har birini alohida garab chigamiz.
1. Funksiyaning z, nugta atrofidagi Loran gatoriga yoyilmasida manfiy
darajali hadlar yo‘q, ya’ni

F@ = 3 cnz=z0)"

Bunday nugtaga tuzatib be‘ladigan maxsus nuqta deb ataladi. Ko‘rinib
turibdiki, z — z, da funksiyaning chekli limiti mavjud va lim f(z) = ¢,.

VA

Agar funksiya z, nugtada anigqlanmagan yoki aniglansa ham giymati boshga
son bo‘lsa, unga z, nuqgtada c, qiymat bersak, ya’ni f(z,) = ¢, deb olsak
funksiya analitik bo‘lib qoladi. Bajarilgan amal yordamida funksiyaning
uzilishini tuzatdik. Ana shu sababga ko‘ra bunday maxsus nugtani tuzatib
bo‘ladigan deyiladi.

Shunday qilib quyidagi teoremani isbotladik.

12.16-Teorema. Agar z, nugta f(z) funksiyaning tuzatib bo‘ladigan
maxsus nuqtasi bo‘lsa, u holda lim f(z) = ¢, chekli limit mavjud.

Z—Zg
2. Funksiyaning z, nugta atrofidagi Loran gatoriga yoyilmasida chekli
sondagi manfiy darajali hadlar ishtirok etadi, ya’ni
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@)=Y calz—20)"

n=-—-m

bo‘lsa z, funksiyaning qutb maxsus nuqtasi deyiladi. Agar bu yerda c_,, # 0
bo‘lsa, z, ga m tartibli qutb maxsus nugta deb ataladi. m = 1 da oddiy qutb
deyiladi.

12.17-Teorema. Agar z, funksiyaning qutb maxsus nugtasi bo‘lsa, u
holda

lim f(z) =
Z>2Z
» f(z) funksiyaning Loran gatorini garaylik
C-m Com+1 C-1 - _
(z — zp)™ " (z — zp)™ 1 e Z— Zy " nZ::OCn(Z %0)" =

=(z - Zo)_mLo—m +mi1(z —2z9) + -+ (2 — 29)™ ]

+ X Cn(Z _Zo)n =

n=0
=(@z-z)"™YP(2) + Z cn(z — zp)" (12.36)

Ravshanki, y¥(z) funksiya z, nuqtanlng atroflda chegaralangan va analitik,
shuning uchun lim f(z) = 0. (12.36) tenglikni shakl almashtirib funksiyani
Z—0Zg

¢(z)
f(z) = =z

ko‘rinishda yozib olsak bo‘ladi, bu yerda ¢@(z) (@(z,) # 0) analitik
funksiya. Funksiyaning bu ko‘rinishdagi ifodasi yordamida qutbning tartibini
ham aniqlash mumkin. <«

Shuni ta’kidlashimiz lozimki, funksiyaning nollari va qutblari o‘zaro
bog‘liq bo‘lib ular uchun quyidagi teorema o‘rinli.

12.18-Teorema. z0 nugta f(z) funksiyaning qutb maxsus nuqtasi

bo‘lishi uchun ¢(z) = m funksiyaning noli bo‘lishi zarur va etarli.

Bu teoremaning isboti cheksiz kichik va cheksiz kattalarning o‘zaro
bog‘ligligidan kelib chigganligi uchun uni goldiramiz.
Ravshanki, z0 nugta f(z) funksiyaning n(n = 1) tartibli qutb nuqtasi

bo‘lsa, p(z) = m funksiyaning n tartibli noli bo‘ladi.

3. Funksiyaning z, nuqta atrofidagi Loran gatoriga yoyilmasida cheksiz
sondagi manfiy darajali hadlar ishtirok etadi, ya’ni
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f@)= Y calz—2)"

n=-—oo
bo‘lsa z, ga funksiyaning muhim maxsus nugtasi deb ataladi.

Bunday holda z — z, da funksiya hech ganday limitga ega bo‘Imaydi.

Yakkalangan maxsus nuqta atrofida analitik funksiyani Loran gatoriga
yoyishning yuqgorida garalgan uchta holi mumkin bo‘lgan barcha hollarni
gamrab oladi va ular maxsus nugta atrofida analitik funksiyaning o‘zini
tutishini aniqlashda asosiy ahamiyatga ega.

Yuqorida olib borilgan tahlillardan yakkalangan maxsus nuqtaga
nisbatan ikki xil yondashish mumkinligi kelib chigadi. Biz funksiyani maxsus
nuqgta atrofida Loran gatoriga yoyib, so‘ngra bu nuqta atrofida funksiya o‘zini
ganday tutishini tahlil gildik. Teskari yondashuv ham mumkin bo‘lib, unga
ko‘ra asos sifatida yakkalangan maxsus nuqta atrofida funksiyaning o‘zini
tutishi olinadi. Bu holda yuqoridagi 12.16 va 12.17-Teoremalarga teskari
teoremani isbotlash mumkin.

Cheksiz uzoqglashgan nuqgta f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus
nuqtasi deb ataladi, agar shunday R mavjud bo‘lsaki, funksiya |z| > R sohada
z = 0 nugtadan chekli masofada joylashgan maxsus nugtaga ega bo‘lmasa.
Chekli yakkalangan nugqtalar holidagi kabi, bu holda ham maxsus nuqtalarni
sinflarga ajratamiz. Buning uchun R < |z| < oo xalgada analitik bo‘lgan f(z)
funksiyani Loran gatoriga yoyamiz

D= 3 cur™

n=—oo

Cheksizlik - yakkalangan maxsus nuqta uchun quyidagi ta’riflarni gabul
gilamiz.  Cheksiz uzoglashgan nugtaning atrofi deyilganida p < |z| < o
soha, ya’ni |z| < p doiraning tashqgarisi tushuniladi.

12.24-Ta’rif. Agar f(z) funksiyaning cheksiz uzoglashgan nuqta
atrofidagi Loran qatoriga yoyilmasida z ning musbat darajalari ishtirok
etmasa:

0
f(Z) = X cpz",

n=—oo
cheksizlik - yakkalangan maxsus nugta bu funksiyaning tuzatib bo‘ladigan
maxsus nuqgtasi deyiladi.
12.25-Ta’rif. Agar (z) funksiyaning cheksiz uzoglashgan nuqgta
atrofidagi Loran gatoriga yoyilmasi
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k
f(2)= Y c,z", k>0, ¢, #0
n=-—oco
ko‘rinishda bo‘lsa, cheksizlik - yakkalangan maxsus nugta bu funksiyaning
qutb maxsus nugqtasi deyiladi,
12.26-Ta’rif. Agar f(z) funksiyaning cheksiz uzoglashgan nugta
atrofidagi Loran gatoriga yoyilmasi

D= % cpr”

n=-—oo
ko‘rinishda bo‘lsa, cheksizlik - yakkalangan maxsus nuqgta f(z) funksiyaning
muhim maxsus nuqtasi deyiladi,

Cheksizlik f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus nuqtasi va & =§
inversiya almashtirishi bo‘lsin. Bu almashtirish 0 ni o ga o‘tkazadi va
aksincha. Agar g(¢) = f (%) funksiya uchun & = 0 tuzatib bo‘ladigan, qutb

yoki muhim maxsus nuqta bo‘lsa, u holda cheksizlik f(z) uchun xuddi

shunday maxsus nuqta bo‘ladi.
sinz

12.21-Misol. f(z) = —— funksiyaning maxsus nugtalari va ularning

73
turini aniglang.
» Funksiyaning berilishidan ma’lumki, uning bitta z = 0 maxsus
nuqtasi bo‘lib, u qutb maxsus nugta bo‘ladi. Qutbning tartibi ikkiga teng,
chunki sin z funksiyaning yoyilmasidan foydalanib yozsak

sinz 1 z3  z° ) z?n-1
f@O=—7m=5l2-"F+5— "+ D" 57—+ | =
A A

31" 5 2n—1)!
1 1 ZZ 2n—4
—_ — e o -1 n—1
2 3 5 tED Gn-11"

Bu berilgan funksiyaning Loran gatori bo‘lib, ta’rifga ko‘ra qutbning tartibi
Ikki bo‘ladi. <
. 1
12.22-Misol. f(z) = —
aniqglang.
» Ko‘rinib turibdiki funksiyayagona z = 0 maxsus nugtaga ega bo‘lib,
12.17-Teoremaga asosan u qutb nuqta bo‘ladi, chunki

funksiyaning qutblari va ularning turlarini

limf(z) =lim—— =
z—>0f( ) z-0Z — Sinz
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Uning tartibini aniglash uchun ¢(z) = z — sin z funksiyani garaymiz.

Bu funksiya uchun
®(0) = 0;
@p'(z)=1—cosz, ¢'(0)=0;
¢"(z)=—sinz, ¢(0) =0;
@' (z) = cosz, @""'(0)=1=+0.

Demak, z = 0 nugta ¢ (z) funksiyaning uchinchi tartibli noli bo‘ladi.

12.18-Teoremaga asosan, z = 0 nugta f(z) funksiyaning qutb maxsus
nuqtasi bo‘lib, uning tartibi uchga teng. <«

12.6. Chegirmalar nazariyasi

Funksiyaning maxsus nuqtalardagi chegirmasi va ularni hisoblash.
Tadbiglar uchun muhim bo‘lgan, analitik funksiyalarning chegirmasi
tushunchasini kiritamiz

z = a nugta bir giymatli f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus nugtasi
bo‘lsin. U holda a nugtani musbat yo‘nalishda bir marta aylanuvchi shunday
C oddiy konturni tanlash mumkinki, bu konturda yoki uning ichida a
nugtadan tashqari barcha nugtalarda f'(z) funksiya analitik bo‘ladi.

12.27-Ta’rif. Ushbu

1
2_711{ f(2)dz

integral bilan aniglanuvchi giymatga f(z) funksiyaning z = a nuqtadagi
chegirmasi deb ataladi va

1
Resf(a) = o { f(2)dz (12.37)

ko‘rinishda belgilanadi.

Shuni ta’kidlash lozimki, funksiyaning berilgan nuqtadagi chegirmasi C
konturning shakli va o‘lchamlariga bog‘liq emas (agar chizig oddiy va berilgan
nugtani musbat yo‘nalishda bir marta aylansa).

Ma’lumki, agar a nuqta f(z) funksiyaning yakkalangan maxsus nugtasi
bo‘lsa, funksiyaning a nuqgta atrofidagi Loran qatoriga yoyilmasi bosh
gismining c_; koffitsienti uchun

- [ f2)d
€1 = g ) f(2)dz
tenglik o‘rinli. Demak, yuqoridagi ta’rifga asosan
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Resf(a) = c_4

Agar a nugta funksiya analitiklik yoki tuzatib bo‘ladigan maxsus nugtasi
bo‘lsa, bu nuqgtada chegirma nolga teng. Hagigatan ham, analitik yoki tuzatib
bo‘ladigan a maxsus nugtada funksiyaning Loran gatoriga yoyilmasida
manfiy darajali hadlar gatnashmaydi. Boshgacha aytganda Loran gatorining
bosh gismi barcha koeffitsientlari, jumladan c_; ham nolga teng. Shuning
uchun

c_.1 =Resf(a) =0 (12.38)

Agar a nugta f(z) funksiya uchun qutb yoki muhim maxsus nugta
bo‘lsa, bunday holda chegirma nolga teng bo‘lishi yoki noldan fargli son
bo‘lishi ham mumkin.

z=a (a # o) funksiyaning qutb nugtasi bo‘lsin. Bu holni ikkiga

ajratamiz.

a) oddiy qutb bo‘lgan hol.

Bu holda, ta’rifga ko‘ra f(z) funksiyaning a nugta atrofidagi Loran
gatoriga yoyilmasi

f(z) =
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerdan

f@OGE-a)=ci1+ ¥ cpz—a)™™
n=0
yoki z — a da limitga o‘tsak
c_, =lim f(2)(z — a).
z—a

Demak, oddiy qutb nugta uchun

Resf(a) = limf(z)(z — a) (12.39)

xX—a

Oddiy qutbning quyidagi maxsus ko‘rinishini garaylik:

f(2) = % bu yerda ¢ (z) va ¥ (z) funksiyalar a nugtada analitik va

p(a) #0, Y(a) =0,y¥'(a) # 0, ya’ni a nugta f(z) funksiya uchun oddiy
qutb bo‘ladi. U holda (12.39) formulaga ko‘ra

@ (2) @ (2) _p(a)

Resf (@) = v @~ = N30 —v@ ~ v@
Demak bu hol uchun S
Resf(a) = p(a)/ ¥'(a) (12.40)

b) Karrali qutb bo‘lgan hol.
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Agar a nuqgta f (z) funksiyaning m tartibli qutb nuqgtasi bo‘lsa, u holda
ta’rif bo‘yicha funksiyaning a nugta atrofida Loran qatori
_ Com+1 . c_ . n
f(z2) = - ) +(z—a)m -+ +Z_a+n20cn(z a)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala tomonini (z—a)™ ga
ko‘paytiramiz, u holda

f@AEz-a)" =cmtcmnlz—a)+

+otez-a)™ + Y oz —a)™™

n=0

Agar bu tenglikning ikkala tomonini m — 1 marta differensiallab z — a da
limitga o‘tsak

m-—1
(m=Dicy = lim— = [f()(z ~ "]

Bu yerdan m tartibli qutb uchun chegirmani hisoblash formulasi
1 dm—l
= —a)™ 12.41
Resf(a) =c4 = n 1)vl‘l‘2d 1 Lf(2)(z—-a)™] (12.41)
tenglikni hosil gilamiz.
Xususan, f(z) =h(z)/(z—a)™ va h(z) funksiya z = a nuqtada
analitik, hamda h(a) # 0 bo°‘lsa,

Resf(a) =

12.23-Misol. f(z) =

chegirmalarini hisoblang.
» Bu funksiya z = 1 oddiy qutbga, z = 2 da ikkinchi tartibli qutbga
erishadi. Shuning uchun (12.39) va (12.41) formulalarga ko‘ra

Z H H - -
D2 funksiyaning maxsus nugqtalaridagi

= i - D] =1 =1
Resf(1) = s l(z —1)(z - 2)2 (z = )] s (z — 2)2] B
Resf(2) = 5= D1 ?E%E [(z = 1)(z A 2)2] =
= lim — [ = lim >=—1<
z—2dz L(z—-1) z—-2 (z— 1)

Muhim maxsus nuqgta. Bu holda maxsus nugtadagi chegirma sifatida
funksiyani bevosita bu nuqta atrofida Loran gatoriga yoyib, uning c_;
koeffitsienti olinadi.
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Cheksiz uzoglashgan nuqtada chegirma. f(z) funksiya p < |z| < o
sohada, ya’ni z = oo nugtaning atrofida analitik, z = co nuqta esa
funksiyaning yakkalangan maxsus nuqgtasi bo‘lsin. U holda funksiya p <
|z| < oo sohada

(00 (00 C—l C_2
f@)= Y cz"= Y cpz"+—+—+ -
. . n==00 n=0 £ 7
kabi Loran gatoriga yoyiladi.
12.28-Ta’rif. f (z) funksiyaning z = oo nugtadagi chegirmasi deb,

1
Resf () = —— Cf_ f(2)dz

integral bilan anglanadigan giymatga aytiladi, bu yerda C markazi nolda
radiusi p dan Kkatta ixtiyoriy aylana.

Yugoridagi chegirmaning ta’rifida integrallash manfiy, ya’ni soat
strelkasi yo‘nalishida olinadi. Buning sababi integrallashda soha p < |z| < o
chap tomonda qolishi kerak. Demak, cheksiz uzoglashgan nuqtadagi
chegirmani

1
€1 = %{f(z)dz
integraldan foydalanib topsak,

R _ 1 [ dz = . 1] dz =
esf(oo)—z—m.c_f(z) Z__2_7'L'ic+f(Z) Z=—C_4

tenglikni hosil gilamiz.
Agar oo tuzatib bo‘ladigan maxsus nugta bo‘lsa, Loran gatori

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerdan c_, ni topsak
Resf (o) = —limz[f(z) — c,] (12.43)

formula hosil bo‘ladi. Demak cheksizlik- tuzatib bo‘ladigan maxsus nugta
bo‘lsa, u noldan fargli bo‘lishi mumkin ekan.

12.24-Misol. f(z) = 1 + 1/z funksiyaning cheksizlikdagi chegirmasini
toping.

» Funksiyaning berilishini, uning cheksizlikdagi Loran gatoriga
yoyilmasi deb gabul gilsak bo‘ladi. Bu funksiya uchun

1
lim (1 + —) =1
Z—00 VA
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ya’ni z = oo tuzatib bo‘ladigan maxsus nuqgta. Shuning uchun c_; =1
ekanligidan Resf () = —1. <

Chegirmalar hagida asosiy teorema. Endi yuqorida Kiritilgan
tushunchalarning bevosita tadbiglari bilan shug‘ullanamiz. Chegirmalarni
amaliy masalalarga tadbiq etishda quyidagi teorema muhim rol o‘ynaydi.

12.19-Teorema. (Chegirmalar hagida asosiy teorema) C oddiy kontur
bilan chegaralangan D sohaning chekli sondagi z;,z,, ..., z, nugtalaridan
tashqari barcha nuqtalarida analitik bo‘lgan f(z) funksiya berilgan bo‘lsin. U

holda Zim_ff(z)dz integralning giymati funksiyaning maxsus nugtalardagi
Cc
chegirmalari yig‘indisiga teng:
n
[ f(2)dz = 2mi ¥ Resf(z,) (12.44)
Cc k=1

» Barcha maxsus nugtalarni D sohadan chigib ketmaydigan qilib
C;,C,, ..., C, aylanalar bilan o‘raymiz. Bu aylanalarning ichida fagatgina bitta
maxsus nugta bo‘lsin va aylanalardan hech ganday ikkitasi o°zaro kesishmasin.
Shunda biz ko‘p bog‘lamli soha hosil gildik. Agar sohaning chegarasida
musbat yo‘nalish tanlasak, ichki aylanalarda yo‘nalish soat strelkasiga garama
garshi bo‘ladi.(12.16 rasm)

U holda Koshi teoremasining ko‘p bog‘lamli sohalar uchun natijasiga
ko‘ra, soha chegarasi bo‘yicha olingan integral nolga teng

ff(z)dz + Z | f(@)dz=0

k=1C X
Agar yig‘indida mtegrallash yo‘nalishini o zgartlrsak

{f(Z)dZ =—Z ff(Z)dZ— Z ff(Z)dZ

Bu yerdan (44) tenglik kehb chlqadl. <

@, ®
® )

C
12.16-rasm
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12.20-Teorema. f(z) funksiya kengaytirilgan kompleks tekislikning
chekli sondagi z4, z,, ..., z, va z = oo nuqtalaridan tashgari barcha nugtalarda
analitik bo‘lsin. U holda funksiyaning barcha nuqtalardagi chegirmalari
yig‘indisi nolga teng, ya’ni
n
Y Resf(z;) + Resf () =0 (12.45)
k=1
» z,,7,, ..., Z, NUQtalarni o‘z ichiga oluvchi C yopiq kontur olamiz. U
holda yuqoridagi 12.18- Teoremaga ko‘ra
1 n
Tff(z)dz = Y Resf(z)
il ¢ k=1
Lekin bu tenglikda chap tomonda turgan integral cheksizlikdagi
chegirmaning garama qarshi ishora bilan olinganiga teng, ya’ni
1 1
Z—M.{ f(z)dz = — Cf_ f(2)dz = —Resf (c0)

Agar integralni chegirmaning giymati bilan almashtirsak (12.45) tengik
kelib chiqadi. <

Isbotlangan teorema tasdig‘ining ko‘rinishini biroz o‘zgartirish juda ko‘p
integrallarning hisoblanishini osonlashtiradi. Aytaylik, C yopiq kontur
berilgan bo‘lib, bu chizigning ichida n ta maxsus nuqta, tashqi gismida m ta
chekli va cheksizlikdagi maxsus nuqtalar yotibdi. U holda (12.45) tenglikka
ko‘ra

Z Resf(z,) + Z Resf(z;) + Resf () =0
Ikkinchi tomondan cheglrmalar haqldagl a305|y teoremaga ko‘ra
Tff(z)dz = 2 Resf(z;)
il ¢ k=1
Agar yig‘indini integral bilan almashtirsak
m
[ f(2)dz = —2mi ¥ Resf(z;) — 2miResf (o) (12.46)
C i=1

tenglikni hosil gilamiz. Bu te_nglikning ma’nosi quyidagicha: integralning
giymati integrallash chizig‘idan tashgaridagi va cheksizlikdagi chegirmalar
yigindisining garama qgarshi ishora bilan olinganiga teng.
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Chegirmalarning aniq integrallarni hisoblashga ge‘llanilishi.
1) Ratsional funksiyalarni integrallash

flx) = I;m((jg ratsional funksiya bo‘lib, B, (x), @, (x) mos ravishda m —

hamda n — tartibli ko‘phadlar bo‘lsin. Agar f(x) sonlar o‘gining barcha
nuqgtalarida uzluksiz Q,(x) # 0 va n > m + 2, ya’ni maxrajning darajasi
suratning darajasidan hech bo‘lmaganda 2 ga ko‘p bo‘lsa, u holda

foo f(x)dx = 2mio (12.47)

bu yerda o soni f(x) = B,,(x)/Q,,(x) funksiyaning yuqori yarim tekislikdagi
barcha qutblaridagi chegirmalari yig‘indisini anglatadi.
12.25-Misol. Integralni hisoblang
[ *®  x%dx >0
o (x2 4 a?)?’ (a>0)
» Integral ostidagi funksiya juft, shuning uchun
[ 1 @ x2
2 2w (X2 4 a?)?
22 - . - . - . ¢ 5 - _ .
f(2) = Trary funksiyani Kiritamiz, u hagiqiy o‘qda, ya’ni z = x da integral

dx

ostidagi funksiya bilan ustma-ust tushadi.
f(2) funksiya ikkita z = +ai ikkinchi tartibli qutbga ega. Yuqgori yarim
tekislikda bitta z = ai qutb yotganligi uchun

ooy - i e
esf (ai) —Zl_)rgliE[f(z)(z—al) ] = lim — ra| =

z—ai dz
- 2z(z+ ai)? = 2z%(z + ai) 2aiz 1
= lim - = lim — =
z-ai (z + ai)* z-ai(z + ai)®  4ai
(12.47) tenglikga asosan
S S R SUNI S
2 20 (%2 + a?)? T ™ a4 T 4a

giymatga teng. <«
2) | R(x) cos Axdx, [ R(x) sin Axdx ko‘rinishdagi integrallar
0 0

bu yerda R(x) — to‘g*ri ratsional kasr, A > 0 ixtiyoriy hagigiy son.
Bu ko‘rinishdagi integrallarni hisoblash uchun quyidagi lemmadan
foydalanish qulay.
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Jordan lemmasi. g(z) chekli sondagi nugtalardan tashqari yuqori
yarim tekislikning barcha nugtalarida analitik funksiya (0 < argz < m)
bo‘lib, |z| = oo da bu yarim tekislikda nolga intilsin. U holda A > 0 da

lim [ g(2) - e**dz = 0,

RawCR
bu yerda Cp markazi O nugtada, radiusi R ga teng bo‘lgan yuqori yarim
tekislikdagi yarim aylana.

12.26-Misol. Integralni hisoblang
O x sin ax
I= | 50—

-0 X +k2
» f(2) = ze'% /(2% + k?) yordamchi funksiyani Kiritamiz. Agar z = x
bo‘lsa, Imf(z) integral ostidagi ¢(x) = x sinax /(x? + k?) funksiya bilan
ustma-ust tushadi. Cr konturni garaymiz. yetarlicha katta R larda g(z) =

”~_ funksiya

dx, (a>0,k>0)

z2+k?2

9@ <

tengsizlikni ganoatlantiradi va o‘z navbatida R — oo da g(z) — 0. Demak

Jordan lemmasiga ko‘ra
iaz

dz=0

R—ooi, z2 + k2
Ixtiyoriy R > k uchun chegirmalar hagidagi teoremaga asosan

R xeiax Zeiaz
foz +k2dx +Cf 7 1 k2 dz = 2mic
- | .
bu yerda ¢ soni f(z) = Zzze;kz funksiyaning yugori yarim tekislikdagi
chegirmasi
_ Resf(ik) = lim |2 )| = L emak
o = Resf (i )—Zl_)rlr}{ 752 (z —ik) =e
R — oo da
00 xeiax
f ;3—;TE311X ==ﬂi€_ak
Chap va o‘ng tomondan hagigiy va mavhum gismlarini ajratsak
* x sinax
1] dx = me ™%

Ceo X2+ k2
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integralning giymatini topamiz. Integral ostidagi funksiya juft bo‘lganligi

uchun

VA
I = Ee
berilgan integral giymati hosil bo‘ladi. <
2T

—ak

3)I = | R(cos@,sin ¢)dp kop’rinishdagi integrallar
0

Bu yerda R argumentlariga nisbatan ratsional funksiya. Integralda z =
e'? almashtirish bajaramiz, u holda
_ 1 1 1 1 dz
sm<p—2—i(z—g>,cos<p—§<z+g), d(p——l;
0 < ¢ < 2m kabi bo‘lganida z o‘zgaruvchi |z| = 1 aylanani musbat
yo‘nalishda aylanib chigadi. Shuning uchun yugoridagi integral
[ Ri(2)dz

|z|=1

ko‘rinishdagi yopiqg kontur bo‘yicha integralga keladi, bu yerda
R: (2) = i1<+1>1( 1)
1M2) = z\2 z 21 z Z
Chegirmalar hagidagi teoremaga asosan
I = 2mi Z Resf(z;)

bu yerda zq,z,,...,z, lar Ry(z) ratS|onaI funksiyaning |z| < 1 doiradagi
qutblari.
12.27-Misol. Quyidagi integralni hisoblang

f dx
o 7+ 3cosx
» z =e, cosx = l(z + l) = 22:1 almashtirish bajaramiz. U holda dx =
—l— |z| = 1. Integralni yangi o‘zgaruvchida shakl almashtiramiz
dz dz
Iz]=1 (7 n 32 2+ 1) 1zl=13z% + 14z + 3
Z

= —2i - 27i 2 Resf(zy)

Integral ostidagi funksiyaning qutblan
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7 + 2410 7 — 2410

3
bo‘lib ulardani fagat z, qutb |z| = 1 aylananing ichiga tushadi. Bu nugtadagi

chegirmani hisoblaymiz

le_

Resf(z;) =
o 1 (_2@—7)_
‘ziné3< 7+zm>< zm-7>z 3 )
zt—3  J\#7— 3

1 1
= lim =
z-2; < L7 2\/10> 4+/10
3

3|z

Demak,
1 T

[ = —2i-2mi =
4410 10

bo‘ladi. <«

Nazorat savollari
Kompleks tekislikda ochiq doira deb nimaga aytiladi?
Ko‘rsatgichli funksiyaning ta’rifini keltiring.
Logarifmik funksiyaning ta’rifini keltiring.
Koshi- Riman shartlari deb nimaga aytiladi?
. Qanday funksiyalar go‘shma garmonik deyiladi?
. Konform akslantirishni ta’riflab bering.
. Yopiq kontur uchun Koshi teoremasini ayting.
. Koshining integral formulasini yozing.
. Abel teoremasini aytib bering.
10. Loran gatorini yozib bering.
11. Yakkalangan maxsus nuqta turlarini ta’riflang.
12. Kompleks funksiya chegirmasi deb nimaga aytiladi?

©CoO~NoOUAWNER

Mashqlar
1. |z + 2| < |z — 3i] tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plamini
aniqglang.
2. |z|Rez = 5 tenglikni ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami tekislikda
ganday chizigni aniglaydi?
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3. w=(z—1)/(z+ i) funksiyaning hagiqiy va mavhum gismlarini
ajrating.
4. w = sinz funksiyaning z = w + i In(2 + v/5) nugtadagi giymatini
toping.

Quyidagi funksiyalarni analitiklikka tekshiring
Sw=z34+2z 6.w=z+Imz.

Quyidagi shartlar bo‘yicha analitik f(z) funksiyani toping.
7.u(x,y) = x3 = 3xy?,f(0) = 0. 8. v(x,y) = 4x3y — 4y3x, f(0) =

0.9.u(x,y) =x/(x* +y?), f(2) = 1/2.
Integrallarni hisoblang
dz e?dz
J 12, R

10. [ . -
|z]= |z—i|=22"+3Z |z—1|=2

2 22—4Z+3

13. dz

z—i+1|=2 z(z+3)(z2%2-1)
Funksiyalarni ko rsatilgan xalgalarda Loran gatoriga yoying:
14. f(z) = 2 < |z| < 3.
15. f(Z)_Z-I-TS)Z' 0<|z+ 1| <2

Funksiyaning maxsus nugtalarini topib, turlarini aniglang va bu
nugtalardagi chegirmalarni hisoblang

16.£() = " 18 £(2) = i
Quyidagi mtegrallarnl Koshlnlng chegirmalar haqldagi teoremasi
yordamida hisoblang

72— 7+10

(z+1)dz sinmzdz

19. [ = —- 20. 1] Ty

|z]=4 2" 122- 1z-1|=1 Z°~1)
Javoblar

1. {z =x+iy:y < —gx + g} 2. Nugtalarining koordinatalari x? +

y2=§ tenglikni  ganoatlanuvchi chizigni aniglaydi; 3. u(x,y) =

xz

x2+y?-1 _ Y — :
m,v(x, y) = —x2+(y+1)2, 4. —21; 5. Analitik; 6. Birorta nugtada ham

analitik emas; 7. f(z) = z3; 8. f(2) —z ;9. f(z) =1/z; 10. —in' 11.

1
2mi/3; 12. e*mi/16; 13. ~1/12; 14. = z (5n+1++2n+1) 15—

2x
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2n+3

. > (D' —5(z—1)"; 16. z= -2 va z = 1 oddiy qutb nuqtalari;
z—1 n=0 4

17. z=1 oddiy qutb va z =0 muhim maxsus nugta; 18. z = 0 tuzatib
bo‘ladigan maxsus nuqta; 19. 2mi; 20. —w2%i/2;
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